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RESUMO

Neste estudo, empregamos um tratamento da matriz de transferéncia para investigar as
propriedades de transmissao de cristais fononicos quasiperidédicos unidimensionais basea-
dos nas sequéncias de Fibonacci, Thue-Morse, Periodo Duplo e Kolakoski. Consideramos
trés modificagdes estruturais (convencional, simétrico e antissimétrico) em materiais com-
postos de chumbo-epoxi embutidos por duas camadas semi-infinitas de aluminio. Nossos
experimentos numéricos concentram-se na propagacao longitudinal e transversal de on-
das em um regime de frequéncia de ultrassom para diferentes dngulos de incidéncia. O
ntimero de picos de transmissao perfeitos e a distribuicao do intervalo de banda variam
sensivelmente para os arranjos modificados. Os resultados obtidos ampliaram nosso en-
tendimento das propriedades desses cristais, além de revelarem aplicacoes tecnolégicas em

dispositivos actsticos.

Palavras-chaves: “Band Gap”, Matriz de transferéncia, Quasicristais fononicos, Ondas

mecanicas.



ABSTRACT

In this study, we employed a transfer matrix approach to investigate the transmission
properties of quasiperiodic one-dimensional phononic crystals arranged according to Fi-
bonacci, Thue-Morse, Double Period, and Kolakoski sequences. We considered three
structural modifications (conventional, symmetric, and antisymmetric) in lead-epoxy com-
posite materials embedded between two semi-infinite aluminum layers. Our numerical
experiments focus on the longitudinal and transverse wave propagation in an ultrasonic
frequency regime for different incident angles. The number of perfect transmission peaks
and the distribution of the band gap vary significantly for the modified arrangements.
The results obtained have expanded our understanding of the properties of these crystals

and reveal technological applications in acoustic devices.

Keywords: Band Gap, Transfer matrix, Phononic quasicrystals, Mechanical waves.
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1 INTRODUCAO

O primeiro capitulo desta dissertagao introduz os principios fundamentais da acis-
tica, fornecendo a estrutura matemaética necessaria para a analise de cristais fononicos e
suas propriedades.

Diferentemente dos cristais fotonicos (PCs, do inglés photonic crystals), que sao
construidos considerando suas propriedades Opticas, os cristais fononicos (PnCs, do inglés
phononic crystals) sao confeccionados com base nas propriedades mecanicas do material,
visando & manipulacao de ondas actiisticas. Embora seja possivel estabelecer semelhancas
entre um cristal fotéonico e um fononico, eles se diferenciam no que tange a propagagao
da onda, uma vez que as ondas mecanicas se propagam de maneira distinta em materiais
s6lidos e fluidos. Neste capitulo, serao apresentadas nogoes basicas sobre os conceitos das

ondas mecanicas.

1.1 Ondas elasticas em materiais homogéneos

Grande parte dos so6lidos que conhecemos sao cristalinos, ou seja, sao formados
por dtomos igualmente espacados em um arranjo periédico. Apesar de, em média, esses
atomos estarem em repouso, na realidade, eles executam pequenas vibragoes aleatorias
em torno das posicoes de equilibrio.

Quando uma onda plana elastica, com vetor de onda k, se propaga na rede, acaba
excitando esses atomos, gerando perturbacoes na rede e resultando em um movimento
coletivo dos mesmos. O deslocamento sofrido pelo 4tomo em torno do seu ponto de
equilibrio, causado pela onda eléstica, é representado pelo vetor u(r,t).

Dependendo de como os atomos se movem em relagao a direcao da propagacao da
onda, podemos classificar as ondas em transversais planas, quando o vetor de deslocamento
ur(r,t) é perpendicular & diregdo da propagagao da onda, ou em longitudinais planas,
quando os movimentos dos d&tomos ocorrem na mesma dire¢ao da propagacao da onda e
o vetor de deslocamento uy(r,t) é paralelo a diregao da propagagao da onda. Os vetores

deslocamento podem ser escritos como:
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Figura 1: Tlustracao da propagacao de ondas planas elésticas transversais e longitudinais
em um soélido cristalino bidimensional. As ondas se propagam horizontalmente com veto-
res de onda k. (a) Distribuigao dos dtomos (pontos vermelhos) em um material cristalino
homogéneo em um estado de repouso. (b) Deslocamento dos dtomos devido a propaga-

¢ao de ondas transversais. (c¢) Deslocamento dos atomos devido a propagagao de ondas
longitudinais.

ur(r,t) = Re [uToei(k'r_“’t)} , (1.1)

U.L(I‘,t) = Re [uLoei(k'r_”t)} s (12)
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aonde ‘Re’ é a abreviagao para ‘parte real de’. A dindmica desses movimentos em um
material homogéneo é matematicamente descrita pela equacao da onda eléstica. Para
isso, consideremos inicialmente um volume superficial sujeito & uma forca que gera um

estresse superficial conhecido como tragao. Matematicamente, essa forca é representada

por,
T =#-0AS. (1.3)
n T
S
AS
,

Figura 2: Soélido elastico de volume V e superficie S sujeito a tragoes aplicadas.

Portanto, se conhecemos a tragao na superficie S de um volume V, a forca total atuando

#ﬁ-ads , (1.4)
s

onde 7 € um vetor normal & superficie e o é o tensor de tensoes. A forca resultante do

no corpo é dada por [1],

estresse no solido desloca suas particulas de suas posi¢oes de equilibrio. A elasticidade do
solido fornece a forca restauradora para as particulas deslocadas. Portanto, ao estudar o

equilibrio dessas for¢as, chegamos a equacao da onda elastica,

#gﬁ-adSJr///vde://vp%Q—tng. (1.5)

Onde p ¢ a densidade de massa e f é uma densidade de forga associada as forgas de agao
a distancia. Ao aplicar o Teorema de Gauss na primeira parcela, conforme expresso na

Eq. (1.5), é possivel transformar a integral de superficie em uma integral de volume,

#O-ﬁdS:/V-adV. (1.6)
s 1%

d0*u

Com isso,
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onde a expressao acima ilustra que o lado esquerdo corresponde a divergéncia do tensor
de tensao somada a densidade de forca que representa todas as forcas de campo presentes
no sistema. Por sua vez, o lado direito denota a forca total aplicada no corpo, relacio-

nando essas quantidades & aceleracao no campo de deslocamento u, indicada por 9?u/dt2.

Reorganizando os termos, obtemos,

0%u
. f— p—— =0. 1.
/V{V o+ p8t2 dv =0 (1.8)

Na auséncia de forcas de acao a distancia, temos a equacao homogénea do movimento,

0*u

Podemos relacionar o estresse e a deformacao, que representam as propriedades do meio
(forga, rigidez), uma vez que sdo uma rela¢ao constitutiva. Com base na lei de Hooke, a

relagdo entre o estresse e a deformacao é dada por [1],

045 = Uijki€rl (1-10)

onde Cj;i; € o moédulo de elasticidade, que descreve as propriedades do material. Aqui,

consideramos que o nosso material é isotropico, com isso a matriz de elasticidade é descrita

como [1],
Cn Ci1—2Cy Cii—2Cy 0 0 0
Ci1 —2Cu Cn Cii—2Cy 0 0 0
Chn—2Cy Cpy—20C C 0O 0 0
C_ 11 14 C11 44 11 (1.11)

0 0 0 Cu O 0
0 0 0 0 Cu O

0 0 0 0 0 Cu

Consequentemente, a relagao constitutiva é caracterizada por duas constantes A e u, que

sao conhecidas como constantes de Lamé, em que p é chamado de médulo de cisalhamento,
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enquanto A esta relacionado com o moédulo de compressibilidade.

)\ - 011 - 2044 (1 12)

p=Cy

Os coeficientes de Lamé, por sua vez, estao relacionados as propriedades mecanicas mais

familiares, como o médulo de Young E e a razao de Poisson V., por meio das relagoes,

EV
A= 1+V)(1—2V)"° (1.13)

E

b= Y (1.14)

Dessa forma, o médulo de elasticidade escrito em termos das constantes de Lamé tornam-
se,

Cijrt = ANij0n + 1(0ir051 + 6adji) - (1.15)

Usando a Eq. (1.15) em Eq. (1.10) chegamos a rela¢ao do estresse em termos de deforma-

Gao,

Tij = VijklCkl (1.16)
045 = [A0i0m + p(dikdj + dadjw)] e (1.17)
Oij = >‘6ij (em + €eyy + 6zz> + M5ik5jl€kl + M(siléjkekl , (1.18)

onde (ezy + €y +€22) [2] é a dilatagdo volumétrica. Podemos simplificar essa expressao

utilizando 6 para representar a dilatacao volumétrica. Assim, temos que,

Oij = )\H&U + 2/,L€ij . (119)

Na equagao acima, o;; denota os componentes do tensor de tensao, e;; representa as

componentes do tensor de deformagao. A substituicdao na equacao do movimento resulta
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em,

[V . J]i = 6]'0-1']' = 8]‘ [)\95” + 2,ueij] s (120)

Utilizando a regra do produto [2],
1
¢ij = 5 (Ojus + Oyuy) (1.23)
e combinando x com y, podemos reescrever z como,

Os termos que aparecem na Eq. (1.24) podem ser reorganizados da seguinte forma,

e Para o primeiro termo,

9, (M) = [V(20)], . (1.25)

e Para o segundo termo,

8%uy 8%u 82%u
oy?

9 Oz2 022
a u — 62uy + 82uy + 82uy — qu (1 26)
axjamj Ox2 oy? 022 ’ ’
92%u, 82%u, 8%u,
Ox2 + Oy? + 0z2

e O terceiro termo, assumindo que u tem derivadas espaciais de segunda ordem con-

tinuas,

Uy 8’U,y U,

% <88x + 8_y + a@z )
0 (95) _ 0 (00) |4 e o,
Oz; \ Oz, Oz; \ 0z; 9y \ Oz %y 9z ’

2 (454 2s)

z i y z
0 0
%(V-u)—L%i(v-u)}:V(V-u):VQ. (1.27)

e Para o desenvolvimento da tltima parcela de 1.24, iremos utilizar novamente a
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relacao 1.23,

op 1 (8ui+8uj) ou (1.98)

eija_xj - 5 89cj al‘z &%’j ‘

Podemos reorganizar isso da seguinte forma,

O 10u; O 10u; Ou

Pl - . 1.29
690%- 281'] 817]' 2893'2 ij ( )
Agora, considerando o vetor de deformacao e; = du;/0x;,
op 1 Op 1 Ou
i = =€ —e;— . 1.30
ej(‘?xj 26 OxZ +26]al’j ( )
Assim, podemos ver que,
Oou 1 Ou 1 Ou
— = ¢ Ce—t 1.31
ejﬁxj 26 8:52 +26]8xj ( )
1
§(e-Vu+e-Vu):e-Vu. (1.32)

Combinando as expressoes obtidas em Eq. (1.24), Eq. (1.25), Eq. (1.26), Eq. (1.27) e
Eq. (1.32), obtemos finalmente a equagao da onda elastica,
0%u

V(M) + puV*u+ pVo +2e - Vi — ro =0 (1.33)

Precisamos fazer algumas consideragoes acerca da Eq. (1.33). Em frequéncias de ondas
muito altas em comparagao com o comprimento de escala das variagoes em p, o gradiente

Vi tende a zero. Dessa forma, a Eq. (1.33) simplifica-se para,

82
V(M) + uV2u + uvo — pa—;l ~0, (1.34)
0*u )
0%u 9
= A+ u)V(V-u)+ uVau. (1.36)

ot
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Aqui V?u ¢é o vetor (V2uy, VZus, VZ2u3) em coordenadas cartesianas,
Viu=V(V-u)-VxVxu. (1.37)

Através da Eq. (1.37) e Eq. (1.36), estabelecemos a forma simplificada da equacao de

onda elastica para meios homogéneos,

2

0
a—::()wl—Q,u)VV-u—ququ. (1.38)

Usando a Eq. (1.38), é possivel demonstrar que meios elasticos suportam tanto ondas de
compressao (P) quanto ondas de cisalhamento (S) [3]. Em vez de resolver a equagao de
onda Eq. (1.38), podemos descrever o campo de deslocamento u em termos de duas outras

fungoes via o Teorema de Helmholtz [4],
U=Vo+Vx T, (1.39)

onde ® é um potencial escalar, chamado de potencial de compressao, enquanto ¥ ¢ um
potencial vetorial conhecido como potencial de cisalhamento. Esses potenciais apresentam

as seguintes identidades vetoriais,

V x (V®) =0, (1.40)

V- (VxW¥)=0. (1.41)

Diante das identidades 1.40, 1.41 e do Teorema de Helmholtz, chegamos em,

2 2
p [V%—s + V x %—;[’] = (A +2u)V(V*®) — uV x V x (V x ) . (1.42)

Agora, tentamos igualar todos os termos de gradiente e também, separadamente, os termos

de rotacao desta equacao,

2

v
+uVx Vx| . (1.43)

920 )

Por
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Uma solugao para a equacao acima pode ser obtida ao definir ambos os termos entre

colchetes iguais a zero. Isso resulta em duas equacoes de onda, uma para cada potencial,

- o -
P
— — (A +2u) V0| =0,
\Y &r (A +2p) |
- o -
V x _,OW—FMVXVX\IJ_ =0.
Para o potencial escalar,
?d (A +2u)
= V30 .
ot? p

Para o potencial vetorial, precisamos da seguinte identidade,
VXxVXx(VxW¥)=-V(Vx¥)+V(V-(Vx¥)=-V}(Vx¥).

Logo,
vy
= VA0 .
ot? P

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)

(1.48)

E perceptivel que ambas as equacgoes, Eq. (1.46) e Eq. (1.48), possuem a forma de uma

equacao de onda, isto é, podemos escrevé-las como,

1 8211L
Vi, = 5k
r 2 ot?
€
1 @ZUT
Vi = — 0
g & ot?

No qual, as velocidades ¢ e ¢, sao expressas por meio das expressoes:

A2
L = ’
P

Cr =

=

(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)
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onde p é a densidade, e A\ e u sao os coeficientes de Lamé, que ja foram definidos an-
teriormente e descrevem as propriedades mecénicas do material s6lido homogéneo. Per-
turbacoes na parte compressional do vetor de deslocamento se propagam como ondas
compressivas com a velocidade ¢y, através do meio, enquanto as perturbagoes de natureza
de cisalhamento se propagam como ondas de cisalhamento com velocidades c¢p. Estes
sao os dois tipos basicos de ondas que podem se propagar em um meio sélido. As ondas
compressivas sao chamadas de ondas longitudinais (onda P), possuindo polarizac¢ao longi-
tudinal, enquanto as ondas de cisalhamento sao chamadas de ondas transversais (onda S)
e possuem uma polarizagao transversal. Em um meio homogéneo, onde a onda se propaga
com velocidade uniforme, ondas compressivas e ondas de cisalhamento se propagam de
forma desacoplada, ou seja, de maneira independente uma da outra.

Em resumo, mostramos como as ondas elasticas planas se propagam em materi-
ais solidos, seu comportamento transversal ou longitudinal, além de mostrar que elas se
propagam independentemente uma da outra e a diferentes velocidades, as quais sao de-
terminadas pelas propriedades mecéanicas do sélido homogéneo através do qual as ondas

se propagam.

1.2 Ondas actuisticas em materiais fluidos homogéneos

Consideramos agora um meio de propagacao diferente, um material homogéneo
fluido. E de extrema importancia diferenciar o meio no qual a onda se propaga, pois a
analise real varia para cada meio. Por exemplo, os meios fluidos nao oferecem suporte
para ondas transversais, ja que as deformagoes de cisalhamento nao estao presentes nesses
materiais. Portanto, nos materiais fluidos, apenas a propagacao de ondas elésticas longi-
tudinais é permitida, denominadas de ondas actsticas, que podem ser classificadas como
pequenas variagoes de pressao no fluido ideal compressivel [5].

Comumente, descrevemos as ondas actusticas em materiais fluidos homogéneos por
meio do campo de pressao p = p(r,t). A equagdo que governa toda a dindmica dessas
ondas pode ser obtida a partir de dois principios fundamentais: a conservagao de massa

e conservacao de momento.
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1.2.1 Conservacao da massa

Para entendermos a equacao da conservacao da massa, consideremos uma caixa
retangular de dimensoes dV = dxdydz, na qual elementos fluidos se movem para o interior
da caixa. Como na caixa nao existem fontes ou sumidouros, entao a taxa de massa de

fluido que entra deve ser a mesma que sai. Com isso, o fluxo resultante na direcao = é

dado por,
vn — (pon + 2% 4z ) | dyaz = — 2% qy (1.53)
W
|
(D %dm
Vp > s
dz

/

dx

Figura 3: Volume espacialmente fixo mostrando a taxa de fluxo de massa para dentro e
fora do volume resultante do escoamento do fluido na direcao .
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Essa equacao expressa a ideia da variacao do fluxo de massa. No primeiro termo,
temos a taxa de massa por unidade de area que entra na caixa. Os termos entre parénteses
indicam a variagao do fluxo que atravessa a caixa. A diferenga entre essas duas grandezas
nos fornece o fluxo total na regiao descrita. Podemos estender essa ideia para os demais

€1Xo0s:

Opv, ~ Opvy,  Opv,
— + + dV ==V - (pv)dV . 1.54
(G + % 222 () (154)
Baseado no principio fundamental de que a variacao temporal da massa deve ser congru-
ente a taxa do fluxo que se dissipa da caixa, isso decorre do principio ja citado que ¢é a

auséncia de fontes e sumidouros. Com isso chegamos & equagao da continuidade:

dp B
E%—V-(pv) =0. (1.55)

1.2.2 Equagao de movimento

Vamos considerar agora o mesmo volume V' sujeito a uma pressao hidrostética
p(z,t). Nosso objetivo é calcular a forca resultante experimentada por esse volume. A

forca pode ser expressa de maneira simples como o produto da pressao pela area.

W

dx

Figura 4: Volume espacialmente fixo mostrando a taxa de variacao da pressao na diregao
x.

Vamos analisar a variagao de pressao ao longo do eixo y deste volume, considerando

um gradiente de pressao,

_ Op _ o
df, = { <p—|— 8ydy)} dzdx = 8ydv ) (1.56)
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Para os demais eixos, o raciocinio é analogo; com isso, chegamos em,
df = —-VpdV . (1.57)

Quando o elemento de fluido com velocidade v(z,y, z,t) na posigao (z,y, z) e tempo ¢ se
move para uma nova localizagdo (r + dx,y + dy, z + dz) em um tempo posterior ¢ + dt,

sua nova velocidade ¢ expressa pelos termos principais de sua expansao de Taylor.

v(z+ vy dt,y+v,dt, z +u, dt, t +dt) ~ (1.58)

0 0 0 0
V(xayazvt)+_V/det+_vvydt+—v’l)zdt+_v

Ox oy 0z ot dt .

Uma vez que a aceleragao é a derivada temporal da velocidade, a aceleracao pode ser

descrita da seguinte forma,

ov ov ov ov

= — 4+ U, — — +v, — . 1.59
a at—l—v 8x+vy8y+v P (1.59)
Se definirmos o operador vetorial (v - V) como,
0 0 0
V) = v,— — 4, — . 1.60
(v-V) U8x+vy6y+vﬁz (1.60)
Entao a pode ser escrito na forma,
0
a= a—;’+(v-v>v. (1.61)
Dado que a massa dm do elemento é pdV', a substituicao em df = adm resulta em,
ov
—VpdV = p 5 (u-V)u | dv . (1.62)

Na equagcao acima, a aceleragao é composta por dois fatores. O primeiro, dv/dt, chamado
de aceleracao local, representa a variagao da velocidade das particulas em um determinado
ponto do espago com o tempo. O segundo, (v - V)v, também conhecido como termo
advectivo da aceleracao, descreve a aceleracao resultante da movimentacao de particulas

entre regides de velocidade diferente. Em um regime laminar de escoamento, podemos
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assumir que |(v - V)v| é muito menor que dv/dt, logo:

ov

—=—-Vp. 1.63
P 5 p (1.63)
Para obtermos a equagao da onda, precisamos combinar as relagdes obtidas nas Eq. (1.55)
e Eq. (1.63), bem como a relagao entre a pressao acustica p e a condensagao s [5]. Tomando

a divergéncia da Eq. (1.63):
0
V. (p—v) — V2, (1.64)

Se escrevemos p como p = po(1 + ), exigirmos que pg nao tenha dependéncia temporal e
assumirmos que s é muito pequeno. O resultado obtido é:

?s ov
PO@-FV' (POE) =0, (1.65)

o termo de divergéncia pode ser removido combinando Eq. (1.64) e Eq. (1.65). Com a
combinagao dessas duas equagoes, obtemos,
0?s
V2D = po—> . 1.66
P= g (1.66)
A condensacao pode ser expressa em termos da pressao actustica e moédulo de compressi-
bilidade s = p/B [5], sendo que a taxa de mudanca da fun¢ao B em relagdo ao tempo é
pequena.
9 1 9%

onde ¢ é a velocidade do som definida por ¢ = B/p. A Eq. (1.67) governa toda a

propagacao da onda em meio fluido homogéneo.
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2 CRISTAIS FONONICOS

Os cristais fondnicos sao estruturas constituidas por materiais distintos, seguindo
uma determinada sequéncia substitucional. A forma e a disposi¢ao desses materiais mo-
dificam a propagacao da onda, gerando o mecanismo de interferéncia destrutiva e, con-
sequentemente, impedindo a propagacao da onda dentro da estrutura para determinada
faixa de frequéncia. Essa faixa de frequéncia proibida é chamada de gap fonénico. Enten-
der e controlar os mecanismos responsaveis pelos gaps fonénicos fornecem uma excelente
plataforma para o desenvolvimento de dispositivos como filtros [6], colimadores actsticos
[7], guias de ondas [8], entre outras aplicagoes.

Neste capitulo, apresentaremos uma revisao sobre os cristais fonénicos, suas prin-

cipais propriedades, como classifici-los e os mecanismos de “band gap”.

2.1 Introducao

Nos tdltimos 20 anos, o campo da fononica experimentou um notavel crescimento.
De maneira simplificada, podemos tragar o surgimento dos cristais fononicos até o famoso
artigo escrito por Kushwaha e seus colaboradores em 1993 [|9]. Eles introduziram a ideia
de cristais fondnicos, estabelecendo uma analogia com os cristais fotonicos, que controlam
a luz, e que, por sua vez, foram inspirados na teoria dos elétrons em redes cristalinas.

A primeira observacao de uma estrutura periédica para o controle da propagacao de
fonons remonta a 1972, quando Narayanamurti e outros pesquisadores [10] utilizaram uma
super-rede composta de GaAs/AlGaAs. Embora nao tenha sido considerado um cristal
fonénico na época, atualmente é classificado como um cristal fonénico unidimensional.
A formalizacao de cristais fonénicos bidimensionais e tridimensionais ocorreu na década
de 90, quando Sigalas e Economou demonstraram a existéncia de bandas proibidas nas
estruturas de bandas de ondas actsticas e elasticas [11].

Em 1995, Francisco Meseguer e seus colaboradores realizaram um experimento
pioneiro ao determinar, de forma experimental, as propriedades de filtragem acustica
de um cristal fonénico real. Este cristal fononico nao intencional era uma escultura de
Eusebio Sempere, localizada em um parque em Madrid, Espanha. A escultura consistia
em um arranjo periédico bidimensional de tubos de aco. Neste experimento, microfones

foram colocados ao redor da escultura, e as medigoes revelaram a atenuacao das ondas
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sonoras em frequéncias especificas.

Figura 5: Escultura de E. Sempere, exposta ao ar livre em Madrid. [12]

O coeficiente de transmissao para ondas sonoras propagadas perpendicularmente
as hastes apresentou um minimo em torno da frequéncia de 1,67 kHz [13] que foi atri-
buido a uma “band gap” fondénico. No entanto, calculos precisos da estrutura de banda
subsequente [14] revelaram que a atenuagao observada resulta de um minimo de mergulho
na densidade de estados fondnicos, e nao de um gap de banda completo.

A origem desse minimo esta associada a difracao de ondas na rede, onde a in-
terferéncia de ondas é predominantemente destrutiva na frequéncia de 1,67 kHz. Nessa
frequéncia, as ondas nao se compensam completamente, resultando em uma baixa (mas
finita) densidade de estados.

Os primeiros cristais fonénicos com um “band gap” completo foram relatados em
1998. Essas estruturas periddicas incluiam uma rede quadrada de furos cilindricos perfu-

rados em uma chapa de liga de aluminio e preenchidos com mercirio [15], bem como uma
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rede quadrada (e triangular) de hastes metélicas no ar [16]. Durante a ultima década, uma
variedade de estruturas peridédicas diferentes com gaps de banda fononicos em uma ampla
gama de frequéncias foram fabricadas. Podemos nos referir a uma revisao abrangente de

Kushwaha [17] e a uma revisao topica mais recente de Olsson III e El-Kady [18].

2.2 Formacao de Band Gap Fononico

A interacao entre a rede cristalina e a onda exibe propriedades tinicas quando o
comprimento de onda é compativel com o parametro de rede. Nesta secao, apresentaremos
os dois principais mecanismos pelos quais podemos explicar o surgimento dos “band gaps”
interferéncia [19] e ressonancia [20]. O gap de tipo interferéncia pode ser imaginado como
analogo a uma aproximagao de elétron quase livre, enquanto o gap de tipo ressonancia é
melhor visto como um sistema “tight-binding”. Ambos os mecanismos sao bem descritos
na fisica do estado soélido.

A evolucao temporal de um estado cristalino é regida pela equacao de Schrédinger,
cujas solugbes sao fungoes de onda dadas pela teoria de Floquet unidimensional [21] ou
teoria de Bloch tridimensional [22]. No entanto, nesta dissertacao as ondas vibracionais
estao associadas a propagacao de ondas elasticas. Em uma dimensao, a equacao do
movimento [23], é dada por, ;
2 {Eg_ﬂ =t (2.1)
onde u ¢ deslocamento, p a densidade e F o médulo de Young. Nos cristais fononi-

cos soOlidos-solidos, assume-se que as ondas elasticas se propagam como ondas de Bloch,

descritas pela formula detalhada por Maldovan [24],
(1) = Re [fu(r)e B0 (22)

onde fi(r) é uma funcdo vetorial periddica, com o mesmo periodo espacial que o cristal
fononico, que depende do valor particular do vetor de onda k. Mais uma vez, é ttil

agrupar as dependéncias espaciais e temporais e escrever a onda de Bloch como,
ug(r,t) = Re [ug(r)e 1] | (2.3)

onde ug(r) = fr(r)e®*. Considerando uma onda elastica se propagando perpendicular
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as camadas do cristal com vetor k = k,&, para um meio elastico e homogéneo podemos
assumir £ = pc? |25], temos que a propagagao das ondas de Bloch elastica dentro do

cristal fondnico, ou seja, a Eq. (2.1) se reduz a,

5 (s 52 ) = —stetiPu (2.42)
5 (s 5 ) = st (2.40)
5 (s 52 ) = stti . (2.4¢)

onde p = p(x), er = cp(x) e ¢, = cp(x) sao as propriedades mecénicas do cristal fonénico
unidimensional, e u, = u,(x), u, = uy(z) e u, = u,(r) sdo as componentes cartesianas
do vetor de deslocamento espacial u = ug(x). As solugbes numéricas das equagdes de
onda 2.4 sao apresentadas nas Figura 6. O cristal explorado foi composto por camadas de

chumbo e epoéxi. Da anélise grafica, podemos observar a existéncia de faixas de frequéncias

wal2mcry wal2mer,
1.6 /\ IAw
08 084 [aw
F_/__*H__“ [
A
04 04t [ae
- 0 z _T 0 g
a k" k,x a a k k a

X X

Figura 6: Relacao de dispersao em uma dimensao para ondas elasticas se propagando
dentro de um cristal fonénico composto por camadas intercaladas de chumbo e epoxi. A
figura a esquerda mostra a relacao de dispersao para ondas elasticas transversais, enquanto
a direita temos a mesma relacao para ondas elasticas longitudinais. As areas cinzas
indicam os intervalos de frequéncia w, representando faixas de frequéncia nas quais tanto
as ondas elésticas transversais quanto as longitudinais sao proibidas de se propagar dentro
do cristal.

Aw para as quais nao ha vetor de onda associado. Isso significa que uma onda elastica
geral com frequéncia dentro dessas faixas de Aw nao é permitida a se propagar dentro do
cristal fononico. Essas faixas de frequéncias Aw onde nao existe propagacao sao os “band

gap” fondnicos.
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2.2.1 Gaps de Bragg

Para uma compreensao mais aprofundada do “band gap”, comecaremos examinando
o caso do espalhamento de Bragg. O espalhamento de Bragg ocorre quando o vetor de
onda k da onda incidente aponta para as fronteiras de uma zona de Brillouin (planos
de rede). O espalhamento de Bragg permite a reflexdo de ondas em certos conjuntos
de espalhadores [26]. A interacdo das ondas incidentes e refletidas impde uma divisao na
relacao de dispersao para ondas elasticas em um cristal fononico. Uma possivel explicagao
fenomenologica para isso é o efeito de interferéncia. Para uma melhor compreensao do
funcionamento do espalhamento de Bragg, consideremos um cristal fonoénico com uma rede
ortogonal bidimensional de parametros “a” e “b”, (ver a Figura 7), onde ondas elasticas
sao incididas no cristal com angulo # em relagao a direcao de “a”, dispersa nos planos, e

parte da onda é refletida em cada plano de atomos.

Figura 7: Modelo em duas dimensoes para difracao de Bragg para diferentes caminhos.

Dependendo da distancia entre os planos cristalograficos, os componentes refletidos po-
dem interferir na onda incidente, impedindo a propagacao da onda através do cristal,
resultando nas lacunas de banda no diagrama de banda de um cristal fonénico convenci-
onal e no espalhamento de Bragg. Se a dispersao ocorrer na direcao ', entao as ondas
elasticas dispersas nessa direcao devem estar exatamente em fase com as de cada outro
ponto da rede, e para que isso ocorra a diferenca de caminho entre as ondas interferentes

deve ser igual a um multiplo inteiro de seu comprimento de onda \. Para as onda 1 e 2
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estarem em fase apos a dispersao, a diferenca de caminho PD; seréa:
PDy =w — f = acosf — acost’ = h\ (2.5)

onde h é um numero inteiro. Da mesma forma, a diferenca de caminho PD, para as
ondas 1 e 3 dispersas por atomos separados por b também deve ser um ntimero inteiro de

comprimentos de onda.
PDy = g+1=bsenf + bsent = k\ . (2.6)

Uma consequéncia das propriedades do “band gap” é a reflexao total da onda elastica
incidida na superficie do cristal fonénico com frequéncia dentro do “band gap”. Isso
ocorre porque a onda nao é permitida se propagar dentro da estrutura. Além disso, se a

onda mecéanica ¢é gerada dentro do cristal fononico, sua propagacao é proibida.

2.2.2 Gaps de Ressonancia

Além dos band gaps do tipo Bragg, também existem aqueles do tipo ressonante,
que podem surgir em frequéncias abaixo do limite de Bragg. Neste tltimo caso, torna-se
possivel obter band gaps absolutos em frequéncias de uma a duas ordens de magnitude
inferiores ao limiar de difragao de Bragg. Para compreendermos o conceito de ressonancia

local, é necessario entender o acoplamento de dois osciladores.

AT -@ TN - @YY

— —

(00 ()

Figura 8: Dois osciladores acoplados.

Sistemas como esses podem ser descritos por [27],

d(t) = —wiibr(t) + 77t | (2.7)
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Ua(t) = —witha(t) + v (1) (2.8)

onde w2 = (k + k)/m e ¥* = k/m. Como o movimento resultante tem comportamento

oscilatorio, é razoavel assumir as fungoes abaixo como solugao para o caso de v # 0,

LUl e LY (2.9)

() o5

Os coeficientes ¢; e ¢ sao complexos. Eventualmente, tomaremos as partes reais para

obter o movimento real. Portanto, podemos descrever nosso sistema como,

) 2
LS B e A R (2.10)

() v 2 —Wg ()

Para encontrar os autovalores associados a w,
det =A—w))?—9'=0, (2.11)

com,
A =wi £92 = wiy/wi £42. (2.12)

Uma outra forma de escrever nossa relagao é,

—wg P 0 1
DL S QN (2.13)
¥ —w 10
3
=—wpl+ Y dio; . (2.14)
=1
Com,
, 01 0 —i 1 0
d=(7%,0,0)e o1 = o9 = | o3 = : (2.15)
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Dessa forma,

A = —wi+|d] = —wi 4% . (2.16)

Podemos facilmente generalizar esse ideia para dois osciladores acoplados que tém frequén-

cias diferentes,

—w? w2 + w? w2 — w? w2 — w2
2 i :_%1+v2al—u03:&d= (%&—u) - (2.17)

E as novas frequéncias proprias sao,

w? + w? w2 — w? 2
wi:\/ 5 yi{ 5 y—l—yz] . (2.18)

A principal fungao de v é dividir a frequéncia do sistema de osciladores. O efeito da
ressonancia local interfere na dispersao da seguinte forma: devido ao acoplamento, o
sistema serd dividido em um sistema degenerado composto pela onda e pelo oscilador
local. Esse efeito é mais intenso quando as duas frequéncias se cruzam. Como resultado
desse fendmeno, uma faixa de frequéncia se abre, similar ao efeito de espalhamento de
Bragg, onde nenhuma onda se propaga. Essa frequéncia é determinada pela frequéncia

do oscilador local.



36

3 SEQUENCIAS QUASIPERIODICAS

Neste capitulo, iremos brevemente discutir as principais descobertas acerca dos
cristais quasiperiodicos e suas defini¢coes. No ambito do nosso estudo, o objetivo é analisar
o crescimento de estruturas quasiperiédicas por meio de sequéncias substitucionais. para
isso iremos explorar quatro notéaveis sequéncias de substituicao: Fibonacci, Thue-Morse,
Periodo Duplo e Kolakoski, as quais sao categorizadas de acordo com a natureza de seus

espectros de Fourier [28].

3.1 Introducao

Os atomos em um so6lido podem adotar trés distintas configuragoes de organizagao
e classificagao. A primeira delas é a estrutura cristalina, na qual os atomos se dispoem
de maneira ordenada e periédica em cadeias de longo alcance. Por outro lado, temos
os sOlidos amorfos, que carecem de qualquer arranjo atomico regular e sistematico ao
longo de distancias relativamente grandes entre atomos. Por fim, existe uma categoria
intermediaria entre esses dois, denominada quasicristais, onde os dtomos sao arranjados

de forma nao peridédica, mas com simetria rotacional.

CRISTALINO AMORFO

Figura 9: A esquerda, em azul, temos a representacao esquematica bidimensional do
arranjo dos atomos em estruturas cristalinas, enquanto em vermelho temos a representacao
organizacional dos d4tomos em estruturas amorfas.

A descoberta dos quasicristais por Daniel Shechtman em 1984 desafiou as premis-
sas fundamentais da cristalografia do século XX. A cristalografia, enraizada na crenca
de que atomos em cristais formam arranjos periédicos ordenados, havia explicado com
sucesso estruturas por 70 anos. KEsses arranjos eram descritos como reticulados no es-
paco euclidiano tridimensional de modo que os vetores que descrevem os pontos da rede

tenham a forma geral r = ni€; + noés + nszez, onde é; é uma base vetorial adequada e
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as coordenadas sao nimeros inteiros. Fisicamente, a periodicidade da rede garante que
qualquer ponto dentro do cristal se repita exatamente em todo o espaco, ou seja, tenha
simetria translacional e rotacional.

Rotagoes e translacoes estao envolvidas nesses arranjos no espaco euclidiano. Di-
zemos que uma estrutura dada possui simetria m-rotacional se ela permanecer inalterada
quando girada por um angulo 27/m em rela¢do a um determinado eixo, onde m é um
numero inteiro pertencente aos naturais. Ou seja, a simetria das redes peridédicas perma-
nece a mesma sob rotacao. Os pontos da rede podem ser representados por um conjunto

de matrizes da forma,

N1 N1z Ni3
R, = N21 N2z MNa3| - (3-1)

N3y N3z N33

Onde as entradas s@o nimeros inteiros. As rotagoes podem ser expressas em matrizes

ortogonais:
1 0 0 cosp 0 seng cosp —seng 0
M, =10 cos¢p —send|,M,= 0 1 0 |,M.=|sen¢p cos¢p 0
0 sen¢p cos¢ —seng 0 coso 0 0 1

(3.2)

Onde os termos cos¢ e seng descrevem uma rotacao em torno do angulo ¢, enquanto x,
Y, z representam o eixo cartesiano. De acordo com a cristalografia classica, apenas eixos

de simetria que satisfacam a seguinte equagao (3.3) sao permitidos:

14 2cos¢ =nq1 +nog+n3z3=n€7Z. (3.3)

Isso implica que, ao reescrever a expressao como cos¢ = (n — 1)/2, os tnicos valores
inteiros de n que satisfazem a condigao |cos¢| < 1 sdo n = —1,0,1,2,3. Dessa forma,

obtemos os angulos de rotacao permitidos listados na Tabela 1.
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n (¢)  Eixos

-1 o7 2-Rotacoes
27/3  3-Rotagoes
m/2  4-Rotagdes
m/3  6-Rotagoes
0 Identidade

W N = O

Tabela 1: Tabela de rotagoes.

Portanto, um ntmero muito pequeno de rotagoes é compativel com a condi¢ao de perio-
dicidade, ou seja, apenas os eixos de simetria de 2-, 3-, 4- e 6-rotagoes sao permitidos em
estruturas periddicas 3D. Essa limitacao forneceu a base para a construcao das chama-
das redes de Bravais, oferecendo assim a ferramenta béasica para catalogagao dos cristais.
Por muitos anos, a crenga de que a simetria rotacional quintupla era impossivel em fa-
ses condensadas bem ordenadas levou a ideia de que a simetria pentagonal, amplamente
encontrada no mundo dos seres vivos, nao deveria existir.

O estudo de difracao de elétrons da liga AlggMn14 de Shechtman, revelou nao ape-
nas um eixo de simetria 5-rotagoes, mas quando a amostra foi inclinada em vista de outros
angulos, eixos de simetria 2— e 3—rotagoes também foram constatados, além dos 120 ele-
mentos de simetria caracteristicos do grupo central. Essa descoberta inesperada contradiz

a ideia classica da cristalografia. A nova fase da matéria foi apresentada & comunidade

Figura 10: Padroes de difracao de elétrons do icosaedro correspondente a AlggMny4 ao
longo do eixo de simetria da décima ordem descoberto por Shechtman [29].

cientifica por Daniel Shechtman, Ilan Blech, Denis Gratios e John W.Cahn no célebre ar-
tigo “ Metallic phase with long-range orientational order and no translational symmetry ”,

publicado no Physical Review Letters em 12 de novembro de 1984 [29]. Seis semanas apos
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a publicagao do artigo de Shechtman e seus colegas, Paul J. Steinhardt e Dov Levine pu-
blicaram um artigo intitulado “Quasicrystals: a new class of ordered structures” Physical
Review Letters em 24 de dezembro de 1984 [30], introduzindo a nogao de cristais quasi-
periodicos e invocando a no¢ao matematica de funcoes quasiperiodicas. Eles ampliaram
os conceitos de distribuicao atomica para além da periodicidade. Essa extensao foi re-
alizada comparando detalhadamente o padrao de difragao calculado numericamente de
um modelo atémico quasiperiddico com os resultados experimentais de Shechtman, de-

monstrando uma relagao préoxima. Para descrever essa nova fase, o termo quasicristal foi

Figura 11: (a) Padrao de difragao de elétrons correspondente a liga quasicristalina
AlggMnyy descoberta por Shechtman. [29]. (b) Padrao de difragao calculado teorica-
mente em um plano normal a um eixo de simetria quintupla para um quasicristal ideal
com estrutura icosaédrica. [30]

cunhado e incorporado nas defini¢oes cristalograficas. Steinhardt e Levine, por suas con-
tribuicoes teoricas, receberam o Prémio Oliver Beckley Condensed Matter da American
Physical Society, enquanto Shechtman foi laureado com o Prémio Nobel de Quimica em
2011 pela descoberta inovadora. Os quasicristais representaram uma mudanga de para-
digma na cristalografia, destacando a importancia de considerar estruturas nao periodicas

na compreensao da organizagao da matéria.

3.2 Sequéncias substitucionais

Seja € um conjunto finito, denominado alfabeto. Seja €* o conjunto de todas as

palavras finitas que podem ser escritas utilizando esse alfabeto [31]. Agora, vamos definir ¢
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como uma transformacao de € em €*, ou seja, uma regra que associa cada letra do alfabeto
a uma palavra finita. Essa definicao pode ser estendida para uma transformagao de £ em
e*, onde ( age sobre uma palavra, substituindo cada letra o da palavra pela sua imagem
correspondente ((a). A transformagao ¢ é conhecida como a regra de substituigao. Uma
sequéncia seréa considerada substitucional se for um ponto fixo de (, ou seja, se permanecer
inalterada quando cada letra da sequéncia for substituida pela sua imagem em (. A seguir,

apresentaremos alguns exemplos de sequéncias substitucionais.

3.3 A sequéncia de Fibonacci

Uma das sequéncias quasiperiodicas mais antigas é a sequéncia de Fibonacci (FIB),
desenvolvida pelo matemaético italiano Leonardo Fibonacci (também conhecido como Le-
onardo de Pisa) em 1202. Ele a concebeu apos investigar o crescimento populacional de
casais de coelhos durante um periodo de doze meses. A estrutura de Fibonacci é composta
por dois blocos de construcao A e B, que sao combinados em sequéncia através de uma

transformacao conhecida como regra de inflacao,

A= ((A) = AB, (3.4)

B—((B)=A. (3.5)

Uma maneira alternativa de obter a sequéncia é adicionando as duas geragoes anteriores
para obter a subsequente. Isso significa que a n-ésima geracao é dada pela relacao de

recorréncia, iniciada por Sp = B e S; = A,

Sp = Spn_1Sn_2, para > 2 . (3.6)

Listamos a seguir as seis primeiras geracoes da sequéncia de Fibonacci,
Esta estrutura se desenvolve de acordo com a sequéncia de Fibonacci, onde a

quantidade de blocos pode ser determinada pela relacao de Fibonacci:
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Figura 12: Ilustragao esquematica da sequéncia de Fibonacci a partir da geragao Ss.

Fo=F, 1+ F, 2. (37)

Com Fy = F; = 1. A medida que o numero de geracoes tende ao infinito, a razao
entre o ntumero de blocos de construgao A (F,,_1) e o ntumero de blocos de construgao
B (F,,_2) converge para o famoso “ntmero de ouro” 7 = (\/3+ 1) /2 = 1.6180339887 . ..
Uma alternativa para determinar o ntumero de letras, envolve a utilizacao da matriz de
substituigao da sequéncia [32]
N/ Ny
A = My : (3.8)
Ng Ng
onde (N4, Np) representa o numero de letras na geracao anterior, enquanto (N, Nj)
denota o nuimero de letras na geracao subsequente. Para a sequéncia de Fibonacci, a

matriz de substituicao é,

11
10

(3.9)

e
I

3.4 A sequéncia de Thue-Morse

A sequéncia Thue-Morse (TM), também conhecida como sequéncia de Prouhet-

Thue-Morse, é objeto de estudo de diferentes areas do conhecimento. Foi primeiramente

n=2
n=3
n=4
n=>=
n=~0
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investigada por Eugene Prouhet na teoria dos nameros [33|, posteriormente definida por
Alex Thue na area de combinatoria 34|, e redescoberta por Marston Morse no contexto
da geometria diferencial [35|. Utilizando um alfabeto composto por duas letras {A, B}, a

sequéncia TM pode ser definida mediante a regra de substituicao (,

A= ((A) = AB | (3.10)

B — ((B)=BA .

Ou em sua forma mais simplificada pela relacao recursiva para N > 1,

_ +
SN - SN—lsN_l )
(3.11)
+ _ ot
SN - SNflstl )
com as condigoes iniciais Sy = A e S = B, o niimero de blocos aumenta com um

crescimento proporcional a 2V, e a medida que avancamos, a razao entre os blocos de

letras A e B se aproxima de 2. Abaixo temos as quatro primeiras geragoes da sequéncia

Thue-Morse,
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N

Figura 13: Ilustragao esquemética da sequéncia de Thue-Morse a partir da geragao S;.

Para uma estimativa mais precisa da quantidade de letras A e B em uma determi-
nada geracao, podemos recorrer & matriz de substituicao, para sequéncia de Thue-Morse

ela é dada por,

11
Myyy = : (3.12)
11

com uma rela¢ao analoga a Eq.(3.8) entre o nimero de letras A e B de geragoes consecu-

tivas,

N N
A= M | (3.13)
N Np

3.5 A sequéncia de Periodo Duplo

A sequéncia de periodo duplo (PD) tem sua origem relacionada as aplicagoes de
laser em fibras 6pticas nao lineares [36]. Por meio da utilizagao do alfabeto binario {A, B},

podemos definir a sequéncia PD através da seguinte regra de substituicao,

A= ((A) = AB | (3.14)

@

B ¢(B)=AA . (3.15)
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Ou pela regra de recorréncia para N > 1,

SN = SN—IS]—\?_l ) (3 16)

St = Sy_1Sn_1 .

A sequéncia PD apresenta algumas semelhangas com a sequéncia TM, compartilhando as
mesmas condicoes iniciais de N = 1, Sy = A e S = B. Além disso, ambas sequéncias
compartilham um fator de crescimento de 2V e a proporcao entre as letras A e B tende a

2 4 medida que N se aproxima do infinito. As quatro primeiras geracoes de periodo duplo

Sa0,

n =1
n =2
n =3
n =4

Figura 14: Tlustragao esquematica da sequéncia de Periodo Duplo a partir da geragao S;.

Para calcular exatamente o niimero de letras A e B em uma dada geragao podemos

utilizar novamente a matriz de substituicao,

N/, N
=y | (3.17)
Ny Ng
onde, neste caso,
1 2
Mpp = . (3.18)
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3.6 A sequéncia de Kolakoski

A sequéncia de Kolakoski, também conhecida como a sequéncia de Oldenburger-
Kolakoski, foi introduzida pela primeira vez em 1939 por Rufus Oldenburger no artigo in-
titulado “ Trajetorias de expoentes na dinamica simbolica ”[37], onde foi apresentada toda
a estrutura da sequéncia. No entanto, essa sequéncia foi popularizada posteriormente pelo
matematico recreativo William Kolakoski [38], que a introduziu de forma independente.
Essa sequéncia pode gerar um fractal, objeto caracterizado por sua auto-similaridade, ou
seja, ele contém, dentro de si, miniaturas de si mesmo. Seu padrao de formacao é ligado
a posicao que cada simbolo ocupa dentro da prépria sequéncia. As ordens classicas de
Kolakoski sao representadas pelos conjuntos K = {A, B} e K' = {B, A}.

O crescimento desta sequéncia resulta em uma espécie de “corrida” de seus proprios
termos, onde cada numero influencia diretamente os proximos. Para gerar uma sequéncia
classica de Kolakoski do tipo K’ = {B, A}, um procedimento inicial envolve o uso da letra
B como ponto de partida. Em seguida, sao aplicadas as seguintes regras de substituicao

para continuar a sequéncia,

A— B,

Og = (319)
B — BB .
A— A,

o1 = (320)
B — AA .

Aqui oy indica as substitui¢oes dos digitos em posicoes pares e o indica as substitui¢oes
dos digitos em posicoes impares. A seguir apresentamos parte da sequéncia classica de

Kolakoski iniciada pelo bloco B e formacao da sequéncia até a quarta geracao.
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3
Il
N

Figura 15: Tlustracao esquemética da sequéncia classica de Kolakoski para as quatro
primeiras geragoes.

Com as mesmas regras de substituicao ja apresentadas, podemos escrever a sequén-
cia de Kolakoski de forma numérica K = {2,1}. Para isso, basta realizar a troca A =1 e

B = 2. Assim, a evolucao da sequéncia de Kolakoski assume a forma:

K ={2,1} =2 — 22 — 2211 — 221121 — 221121221 — - -- (3.21)

Um fato curioso da sequéncia de Kolakosi é que seu comprimento em cada geracao é
igual & soma dos termos da geracao precedente. Podemos ver o funcionamento dessa

propriedade,

o {1,2} (1=2es =3),

{1,2,2} 1=3es=25),

{1,2,1,1,1} 1=5es=17),

{1,2,2,1,1,2,1} 1 = Te s = 10),

{1,2,2,1,1,2,1,2,2,1} (1 = 10 e s = 15),

onde 1 representa o comprimento da sequéncia e s representa a soma dos termos.
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4 METODO DA MATRIZ DE TRANSFERENCIA

Neste capitulo, serda apresentado o método matematico convencional utilizado no
estudo da propagacao de ondas elasticas em meios estratificados unidimensionais. Esse
método é conhecido como matriz de transferéncia [39, 40]. A maior parte da metodologia
empregada nesta se¢ao esta fundamentada na abordagem proposta por Markos e Soukoulis
[41]. Os autores também destacam que essa técnica, uma vez desenvolvida para um
determinado tipo de onda, pode ser facilmente generalizada para resolver qualquer outro
problema relacionado a ondas.

As matrizes de transferéncia sao ferramentas bastante tuteis, sendo utilizadas para
analise em diversos cenérios, como propagagao de ondas de spin [42], ondas eletromagné-
ticas [43] e actsticas [44].

Em particular, a descrigao de sistemas elasticos pode envolver solugoes de equacoes
complexa. No entanto, podemos simplificar a solugao por meio do método da matriz de
transferéncia (TMM). Os coeficientes de transmissao e reflexao serdo definidos a partir do

formalismo da matriz de transferéncia.

4.0.1 Definicao da Matriz de Transferéncia

Para ilustrar o método, abordaremos o caso especifico de uma onda plana incidente
em uma barreira arbitraria. Como resultado dessa interagao, parte da energia é refletida
de volta e outra parte é transmitida através da barreira. Em problemas como este, a
equacao da onda governa toda a dinamica envolvida,

10

2 — _
V=S (4.1)

Nessa equacao, sua solucao geral pode ser expressa como uma superposi¢ao de ondas

planas:

Yp(r) = i) + ¢vpa),r <a, (4.2)
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Figura 16: Experimento tipico de espalhamento. As ondas incidentes ¥}, e ¥/, sao espa-
lhadas pela amostras. As ondas de ¥, e U}, consistem em ondas refletidas e transmitidas
através da amostra.

Up(@) = Ph(x) +¥p(r),z 2 b, (4.3)

onde os subscritos E (esquerda) e D (direita) indicam a posi¢ao da onda em relagao a
barreira. Enquanto isso, os sobrescritos (+) e (—) denotam o movimento da esquerda
para a direita e da direita para a esquerda, respectivamente. As componentes da equagao

podem ser expressas por:

Vi(r) = ae™,  Pp(x) = be ",

wzg(x) — G,/eikz, w5<x> — b/efz'kz’

(4.4)

onde k é o vetor de onda.

Com os dados das componentes de onda 9} (z,), ¥ (2,) em uma posigao inicial,
nosso objetivo é calcular as componentes de onda v}, (z3), %, (7,) em outra localizagao.
Em geral, podemos relacionar as fungoes de onda de ambos os lados por meio de seus

coeficientes expressos na matriz M,

\Ijb = M('rwaa)‘ya 5 (45)
onde,
+ +
U, = V(@) U, = ve@)| (4.6)
Yp () Vg ()

A matriz de transferéncia 2x2 M (xy, x,) ¢ fundamental, pois dela podemos extrair

informacgoes valiosas sobre as amplitudes de transmissao e reflexao.
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4.0.2 Amplitudes de transmissao e reflexao

Considerando o cenario anterior, onde temos um espalhamento confinado dentro
)
das regioes x, < x < 13 e assumindo que a funcao de onda total seja uma combinacao de

uma onda incidente e uma onda espalhada,

() = hi(x) + hs(2) - (4.7)

Aqui a onda incidente se propaga da esquerda para a direita e é definida como,

() = Uy(x) exp (iko(z — z,)) , onde ko= 27 f /v,. (4.8)

Para a onda espalhada, ao encontrar uma estrutura, parte dela é refletida de volta, en-
quanto a outra parte é transmitida para o lado direito. Podemos representar as amplitudes

das ondas refletidas e transmitidas no ponto a e no ponto b da seguinte forma,

+ +
. (7a) _u | = |V () _u '] (4.9)

U (za) r v () 0
Neste contexto, os coeficientes de reflexdao (r) e transmissdo (t) desempenham um papel
crucial. Podemos relacionar esses coeficientes com a matriz de transferéncia da seguinte

maneira,

t 1
= M(xq4, ) : (4.10)
0 r

Os valores de r e t podem ser expressos em termos das componentes da matriz de trans-

feréncia (M) da seguinte forma [45],

oo Mo, - , (4.11)

Sabemos que o determinante da matriz de transferéncia det(M) é igual a 1 [41]. No

entanto, vale ressaltar que os coeficientes r e t podem ser niimeros complexos, mas estamos
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interessados em quantidades reais. Portanto,

2 2
M.
CR=r2= |2 . (4.12)

T
Mo

— 2 = ‘L
M
4.0.3 Multiplicacao da matriz de transferéncia

Considerando o problema anterior, agora estamos adicionando uma camada extra
de complexidade ao introduzir mais uma barreira. Ou seja, nosso problema agora envolve
duas barreiras. A primeira barreira é representada pela figura vermelha 1, enquanto
a segunda barreira é descrita pela barreira azul 2. Nessa configuragao, o problema de
espalhamento pode ser abordado de duas maneiras distintas.

A primeira abordagem envolve o uso das matrizes M; e Ms para determinar as
propriedades de espalhamento individualmente para cada barreira. A segunda abordagem

consiste em considerar uma Unica barreira combinada.

T\

a b C

Figura 17: Esquema do célculo de transmissao através de duas barreiras.

Sob o ponto de vista da fisica, ambas as abordagens sao validas. Portanto, os
elementos das matrizes de transferéncia M; e My podem ser empregados para determinar
a matriz Mi5. Para estabelecer a relacao entre essas matrizes de transferéncia, é necessario

considerar a funcao de onda nas seguintes regioes:

Wu(e) = Wh(e) + V() £ < a (113)
U(z=0)=0"0b)+ TV (b); z=0; (4.14)
Up(z)=Uk(z)+Vg(z); z>c. (4.15)

Partindo das defini¢coes da matriz de transferéncia apresentada anteriormente, po-

demos escrever,
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Agora, para nossa segunda situacao, considerando uma tunica barreira formada

pela uniao das duas,

~\ 7

a C

Figura 18: Esquema ilustrativo para o sistema de transmissao consistindo em duas
amostras combinadas em uma.

Podemos combinar as matrizes descritas em 4.16,

VRO _ oy VRO (4.17)
Ur(c) U7 (a)

Conforme discutido, podemos descrever todo o sistema usando uma tnica matriz,

i) _ . [ri@] s,
W (0) v (a)

Da comparacao entre as duas equacoes acima podemos obter a lei de composicao,

M12 = M2M1 . (419)

Mostrando assim que a matriz Mis, que representa a transferéncia de todo o sistema, pode
ser expressa em termos das matrizes Ms e M;. Essa ideia pode ser facilmente generalizada

para o caso de N barreiras:

M - MNMN_1 “ e M2M1 . (420)
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4.0.4 Matriz de Transferéncia para PnC

Para o céalculo numérico do coeficiente de transmissao das ondas elaticas, iremos
considerar um cristal fondnico unidimensional, formado por dois materiais distintos orga-

nizados de forma periddica, conforme mostra a Figura 19.

U1 Ys

X1
—

3

R7E

Figura 19: Representacao de um quasicristal unidimensional. Cada cor representa um
material diferente.

As espessuras, constantes de Lame, modulo de cisalhamento e densidade de massa sao
denotados por a;, A;, p; e p; respectivamente. Como demonstrado na equacao 1.38 a

equagao de movimento para um soélido elastico homogéneo, isotrépico e linear é dada por,
A+2u)V(V-u) —puV XV xu=pu. (4.21)

A propagacao da onda plana na dire¢ao x, pode ser escrita por,
u(r,t) =u(r)e™ = u(z)e™" . (4.22)

Assim, inserindo 4.22 em 4.21, obtemos a equagao de Helmholtz 1D,

0?u(zx) ) _
oz + k*u(z) =0 . (4.23)

A solugao é dada por,

u(z) = A 4 Age™™ (4.24)
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Para o caso da onda incidente do tipo S temos,

u(z) = u,(z) , (4.25)
0 =04 = /L% : (4.26)
Para o caso da onda P,
u(x) = ug(x) (4.27)
0=04 =N+ ZM)% : (4.28)

Com a finalidade de desenvolver um método geral, definiremos a componente de tensao

como sendo,
ou

o= AWax ’

(4.29)

onde Ay = A+2pe Ay = p, paray = p e 7 = s, respectivamente. Para a regiao entre dois
materiais ser perfeita, significa que os vetores de deslocamento e tracao sao continuos ao
longo da dire¢ao normal e tangente da interface planar. Aplicando a condig¢ao de contorno

em x = 0 de um determinado meio « para outro 3.

us(0) = ua(0) (4.30)
e
T8(0) = oy (0) - (4.31)
Obtemos,
Beifs 0 4 Beiks® — qetkal | geikad (4.32)

B+B=a+a, (4.33)
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Ag, Pkgﬁemﬁo——ikﬁﬁeMﬁo}::<Aa7[ikaaem“0——ikaaeM@U : (4.34)

Mg ks(B — B) = Aayala —a) (4.35)

Resolvendo esse sistema linear, obtemos,

1 Ak 1 Ak _
— (1420 (1= Z2eate 4.
# 2( +Aﬁvkﬁ)a+2< Aﬁw’fﬁ)a’ (4.56)
e
— 1 Akl [ Ak -
,6’—5 <1 Ag,ykﬁ)a+§ (1—|—A67kﬁ)a. (4.37)

Obtendo assim a matriz de transmissao que descreve a propagacao da onda entre duas

interfaces de meios distintos,

= Mas , (4.38)

assumindo que M,z ¢ dada por,

Ao~k Aayk
Mg == Bv¥s poka | (4.39)
2 1 . Aa’y ku 1 + Aa’y ka
Agykg Apykg

1/2

’U2 .

onde o termo, k, = (%) (v—g — sin? 6) representa o componente z do vetor de onda
«@

no meio incidente C', para um segundo meio o, em uma dada frequéncia f e angulo de

2n f
ve

1/2
v 29)" £
g — S1n representa (0] Componen e z

do vetor de onda no meio incidente C', para um segundo meio 3. Para a regiao do mesmo

incidéncia 0, enquanto o termo, kg = <

meio, a matriz de propagacao pode ser obtida aplicando a condi¢ao de continuidade da

funcao de onda, isso significa que a funcao repete seus valores apos cada intervalo a,

Ua(a) = uq(0) (4.40)
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ae™ + ae” et = o 4 o . (4.41)
De forma matricial,
a @
| =Ma|_| (4.42)
a @
onde M, é dada por,
e—ikaa 0
M, = ' . (4.43)
0 ezkzaa

Utilizando as matrizes 4.43 e 4.39, é possivel calcular numericamente o coeficiente de
transmissao de uma onda elastica em uma estrutura unidimensional PnQCs (do inglés,

phononic quasicrystals). No proximo capitulo, realizaremos esse célculo.
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5 EXPERIMENTOS E ANALISE DE RESULTADOS

Nesta secao, iremos apresentar os resultados obtidos a partir das simulagoes que
conduzimos. Os dados foram obtidos utilizando o método da matriz de transferéncia,
aplicado a propagacao de ondas elasticas através de quasicristais fononicos que foram

fabricados seguindo as sequéncias substitucionais apresentadas no capitulo 3.

dy dx

Figura 20: Esquema de nossas estruturas PnC compostas de chumbo (material A) e epoxi
(material B) onde a espessura correspondente é dg e da. A propagacao da onda também
é ilustrada onde uma onda (seta de cor azul) com angulo de incidéncia 6 é espalhada pelo
PnC, gerando ondas refletidas (seta de cor vermelha) e transmitidas (seta de cor verde).

O nosso quasicristal foi construido combinando dois tipos de blocos, A (feitos de
chumbo) e B (feitos de epoxi), e estes blocos foram delimitados por duas camadas semi-
infinitas de C (feitas de aluminio), além de utilizamos a frequéncia central fy = 10°H 2.

Todos os parametros de cada um desses materiais podem ser encontrados na Tabela 2.

Onda Chumbo Epéxi Aluminio

Material

() (A) B) (©
p: (<10° kg/m®) 11.4 118 2.699
A (x101° N/m2) 3.3 0.443 6.1
1y (x10' N/m'0) 0.54 0.159 2.5

p 1.96 2.54 6.413
v; (x10° m/s)

s 0.688 1.161  3.043

Tabela 2: Constantes dos materiais considerados neste trabalho.

As sequéncias exploradas foram submetidas a trés operacoes de transformacao:
duplicagao (D), espelhamento (M) e conjugacao (C). Essas transformagoes duplicam o

numero de blocos de construcao da sequéncia original. Usando a Figura 21 como exemplo



57

para ilustrar essas transformagoes, o caso escolhido foi a sequéncia de Kolakoski de terceira
geracao.

Na operacao de duplicacao, a sequéncia é repetida ao final, resultando no arranjo
D(K3) = BBAABA|BBAABA, conforme mostrado em Figura 21(a). Por outro lado, a
operacao de espelhamento [46, 47| é realizada estabelecendo-se um plano de simetria ao
final da primeira subestrutura, onde a sequéncia refletida ¢ adicionada. A Figura 21(b)
ilustra esse processo, no qual a sequéncia BBAABA é combinada com sua parte espelhada

ABAABB, resultando em M(K3;) = BBAABA|ABAABB.

()

Duplicada D(K3)
_— —_—
Espelhada M(K3)
% ﬁ

Conjugada
%

C(K3)

Figura 21: Um exemplo pedagogico para o caso N = 3 das trés operagoes usadas para
criar nossos PnCs baseados em Kolakoski. Painel (a) mostra a operagao de espelho onde a
sequéncia original é anexada com sua parte refletida. A conjugacdo no painel (b) primeiro
aplica uma substituigao espelhada e, em seguida, troca A por B. Finalmente, o painel (c)
mostra a operacao de multiplicacao duplicando o sequéncia. Todos os arranjos possuem
o mesmo numero de elementos para um determinado ntimero de geragao N.

Finalmente, a operagdao de conjugacao [48] envolve refletir a sequéncia e trocar
os termos A por B (e vice-versa) na parte espelhada, anexando-a ao final da sequéncia

original. A Figura 21(c) mostra essa transformagao, onde a parte conjugada ¢ BABBAA,
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de modo que o arranjo resultante se torna C(K3) = BBAABA|BABBAA.

Para garantir que as camadas individuais estejam dispostas de acordo com a condi-
¢ao de Bragg, nos ajustamos as espessuras de forma a satisfazer a condi¢ao de um quarto
do comprimento de onda, o que implica que as espessuras d; = v;/(4fy), onde j = A, B.
Portanto, temos d4/va = dp/vp. Pesquisas anteriores tém indicado uma maior transmis-
sividade do sistema quando as espessuras dos blocos sao proporcionais a um quarto do
comprimento de onda transmitido pelo material [49, 50]. Além disso, em nosso modelo,
consideramos um espalhamento actistico incidente com frequéncia variando entre 0 e 2
M H z, bem como polarizacao da onda p, respectivamente.

Iniciamos nosso estudo com o caso de incidéncia normal, ou seja, a onda incide
paralelamente aos cristais com 6 = 0. A Figura 20 mostra o esquema de transmissao.
Nas Figuras Figura 22, Figura 23, Figura 24 e Figura 25, apresentamos os espectros
de transmissao da onda elastica em relacdo a frequéncia reduzida f/f, para casos de
incidéncia normal de ondas elasticas nos modos de onda p, considerando as sequéncias de
Fibonacci (Figura 22), Thue-Morse (Figura 23), Periodo Duplo (Figura 24) e Kolakoski
(Figura 25), da 2* a 5 geragdo. Em cada grafico, o nimero de geragoes ¢ apresentado
pelas linhas, enquanto cada coluna descreve um tipo de transformacao.

Uma caracteristica compartilhada por todos os espectros de transmissao é a si-
metria de espelho em torno da frequéncia reduzida, o que é esperado uma vez que a
condicao de quarto de onda é atendida. Outro aspecto notével é o escalonamento dos
picos de transmissao em relacao ao nimero de geracoes, com a maioria das lacunas de
banda localizadas entre as frequéncias reduzidas de aproximadamente 0.25 e 1.75. Essa re-
giao também apresenta alta probabilidade para propagacao de ondas, ou seja, sao bandas
permitidas.

Na investigacao da transmissao para a sequéncia de Fibonacci, conforme ilustrado
na Figura 22, observamos picos bem definidos, com intensidade maxima ocorrendo em
torno da frequéncia reduzida para geracoes superiores a segunda, nas transformagoes
Duplicada e Espelhada. No entanto, esse padrao nao é observado nas transformacoes
Conjugadas, onde ha um pico com intensidade abaixo da méxima na regiao de f/f, para
N = 4. Além disso, para D(F Bs), ndo ha presenca de “band gap”. No caso das sequéncias
de Fibonacci, a maioria dos “band gaps” se encontra na faixa de frequéncia reduzida entre

aproximadamente 0.5 e 1.5, independentemente da transformagao aplicada.
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Continuando nossa anélise do espectro de transmissao, agora tendo em vista a
sequéncia de Thue-Morse (Figura 23), observamos um comportamento bastante anélogo
entre os trés tipos de arranjos. Isso fica evidenciado, principalmente para a quarta geragao
(N = 4) e a quinta geracao (N = 5), onde a diferenca se encontra basicamente em uma
pequena atenuagao da intensidade dos picos em algumas regides. Os “band gaps” para
as duas primeiras geragoes (N = 2 e N = 3) estdo compreendidos na mesma faixa de
frequéncia que a sequéncia de Fibonacci, enquanto nas demais geragoes temos um pequeno
alargamento da faixa, se estendendo aproximadamente de f/fy = 0.25 a f/fy = 1.75.

Para a sequéncia de Periodo Duplo (Figura 24), apenas a transformagao espelhada
de segunda geracao (M (DP,)) apresentou um pico de intensidade maxima na regiao em
torno de f/fo = 1. As quarta e quinta geragoes apresentam bastante semelhanca nos
aspectos de transmissao. O arranjo antissimétrico da quinta geragao apresentou a faixa
de “band gaps” entre valores proximos de 0.20 a 1.80 de f/ fo.

Finalizada nossa anédlise para o caso de incidéncia normal, temos a sequéncia de
Kolakoski (Figura 25) para N = 2. As operagoes conjugada e duplicada fornecem, coinci-
dentemente, o mesmo arranjo. No caso espelhado, M(K5), notamos picos de transmissao
perfeita ocorrendo em f/fo =0.5¢e f/fy = 1.5.

Quando o ntmero de geracoes aumenta para N = 4, a quantidade de picos de
transmissao perfeita na sequéncia espelhada, M(Ky), é ligeiramente maior do que na
sequéncia duplicada, enquanto o caso conjugado, C(K4), nao apresenta estados transpa-
rentes no espectro da banda intermediaria. Além disso, uma banda proibida mais ampla
no centro do espectro de frequéncias esta presente quando a simetria espelhada é empre-
gada. Esse comportamento se repete para N = 5, quando a sequéncia espelhada exibe

dois picos imperfeitos adicionais, localizados em f/fy = 0.8 e f/fo = 1.2.
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Figura 22: Espectros de transmissao em fungao da frequéncia reduzida f/f, das sequén-
cias Fibonacci (FB) duplicadas D(F By) (painel esquerdo), espelhadas M(F By) (painel
central) e conjugadas C(F'By) (painel direito), com diferentes ntimeros de geragdes N.
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Figura 23: Espectros de transmissao em fun¢ao da frequéncia reduzida f/ f, das sequén-
cias Thue-Morse (TM) duplicadas D(T'My) (painel esquerdo), espelhadas M(T My) (pai-
nel central) e conjugadas C(TMy) (painel direito), com diferentes nimeros de geragoes
N. De cima para baixo, N aumenta.
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sequéncias Periodo Duplo (DP) duplicadas D(DPy) (painel esquerdo), espelhadas
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Figura 25: Espectros de transmissao em funcao da frequéncia reduzida f/ fy das sequén-
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Continuando nosso estudo, consideramos um cenario mais abrangente, no qual a
incidéncia da onda é obliqua na superficie dos nossos cristais fonénicos. Variamos o angulo
de incidéncia de 0 a 90 graus, com incremento de um grau . Neste estudo, exploramos as
mesmas configuragoes descritas no caso de incidéncia normal.

Os resultados obtidos sao descritos nos graficos Figura 26, Figura 27, Figura 28,
Figura 29, que mostram o coeficiente de transmissao em fungao da frequéncia reduzida
(f/fo) e do angulo de incidéncia () para as ondas longitudinais (p). O eixo das ordenadas
representa a frequéncia reduzida, e o eixo das abscissas representa os angulos de incidéncia.

As figuras apresentam uma representacao visual, utilizando um mapa de cores que
facilita a interpretagao dos fenomenos em estudo. O gradiente de transmissao varia de
cores escuras a claras, onde tons proximos ao azul escuro indicam baixa transmissao e
tons mais claros, proximos ao amarelo, indicam alta transmissao.

Com o aumento do numero de geragoes, observa-se que as franjas nos graficos
tornam-se mais proeminentes. Esse comportamento era esperado, pois o aumento do
nimero de camadas torna o processo de espalhamento mais eficiente. Cada camada
adicional introduz uma nova interface, ampliando o niimero de reflexdes internas. A
condi¢ao A desempenha um papel crucial nesse contexto, garantindo que essas reflexoes
ocorram de maneira coerente, reforcando os efeitos de interferéncia.

Além disso, com o aumento do niimero de geragoes, percebe-se uma atenuagao na
transmissao para todas as sequéncias que apresentam picos de transmissao em regioes
proximas a f/fy = 1. Outro aspecto notavel é a reducao da transmissao a medida que o
angulo de incidéncia aumenta; quando o mesmo atinge 90 graus, observamos regioes de
“band gaps” mais intensificadas, o que ocorre porque a componente horizontal do vetor
de onda, k., é diminuida.

Ao examinar a sequéncia de Fibonacci, observamos que, na segunda geragao, as
transformagoes D(F By) e C(F Bs) apresentam o mesmo comportamento de transmissao.
Isso ocorre porque, nessa geracao, as duas transformacoes sao equivalentes. Além disso,
essas transformacoes, juntamente com a transformacao conjugada da quinta geracao, exi-
bem a maior faixa de “band gaps” omnidirecionais (regices de gap onde a emitancia é
zero, independentemente do angulo de incidéncia). Essa faixa esté localizada entre as
frequéncias reduzidas de 0.5 e 1.5. Para todas as transformagoes espelhadas (M), nota-

mos a presenca de picos centrais. A sequéncia de Thue-Morse foi a tinica que apresentou
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um pico central na regidao f/fy = 1 para todas as transformagoes. Dando continuidade
a nossa investigacao, temos a sequéncia Periodo Duplo. Ao compararmos as transfor-
macgoes para a mesma geragao, notamos que o fator significante estd nas intensidades de
transmissao, enquanto o comportamento se encontrou bastante semelhante. Para con-
cluir a analise dessas figuras, percebemos que a sequéncia de Kalakoski apresenta uma
dependéncia consideravel em relacao a transformagcao aplicada. Ao analisarmos as mes-
mas geracoes, porém com diferentes transformacoes, os “band gaps” de Bragg sofrem uma

ampliagao de espessura, o que fica mais perceptivel & medida que aumenta o namero .
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6 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Para fundamentar esse trabalho, apresentamos a fundamentacao tebrica da pro-
pagacao de ondas em meios homogéneos. Nesse sentido analisamos a equacao da onda,
mostramos como as ondas elasticas planas se propagam em materiais sélidos, seu com-
portamento transversal ou longitudinal, além de mostrar que elas se propagam indepen-
dentemente uma da outra e a diferentes velocidades, as quais sao determinadas pelas
propriedades mecanicas do material sélido homogéneo através do qual as ondas se propa-
gam. Em seguida, os conceitos fundamentais associados aos quasicristais e a formagao de
“band gap”. Por fim, explanamos as regras de inflagao de cada sequéncia substitucional.

Quanto a metodologia, aplicamos o método da matriz de transferéncia para o ex-
perimento numérico do espectro de transmissao. Inicialmente, consideramos a direcao
de propagacao normal & interface dos meios. Os resultados da transmissao dos modos
das ondas longitudinais (ou p) apresentaram a formagcao dos “band gap” de Bragg para
praticamente todas as sequéncias exploradas, dentre elas, destacamos a sequéncia de Pe-
riodo Duplo de 5 geragao com transformacao conjugada (C(DFs)) por apresentar o maior
“band gap” de frequéncia de borda, de aproximadamente entre 0.5 a 1.5 M H z, mostrando
uma excelente plataforma para isoladores actisticos de dispositivos como ressonadores de
RF, cuja faixa de trabalho é na faixa de MHz Além disso, o comportamento dos “band
gap” oriundos das reflexoes de Bragg nao sofreu influéncia significativa em decorréncia da
variagao de N dentro mesmos arranjos, ao contrario do que ocorre nas regioes de bandas
permitidas localizadas em frequéncias abaixo de 0.5 M Hz e acima de 1.5 M Hz. Nessas
regioes, observamos um aumento significativo no nimero de picos de transmissao com
intensidades maximas a medida que N aumenta.

Explorando um pouco mais os resultados para o caso de incidéncia obliqua, per-
cebemos que em regides proximas de 50 graus, temos os maiores picos de transmissao.
Outro fator relevante é que as regioes onde se observa transmissao em torno da frequén-
cia central f/fy = 1 nao sao significativamente afetadas pela variagdo dos dngulos. Isso
ocorre independentemente da sequéncia, geragao ou transformacao aplicada.

Por fim, concluimos que, com o aumento de N, ha uma maior incidéncia de “band
gap” em todos os graficos analisados. Além disso, os arranjos influenciam diretamente na

extensao das larguras dos “band gap” omnidirecionais. Dentro dos arranjos simétricos, a
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incidéncia foi maior.

Dentro das perspectivas futuras, podemos destacar a extensao desta pesquisa para
casos bidimensionais e tridimensionais, além do acréscimo de uma interface constituida por
trés materiais distintos. Também podemos explorar como os defeitos topologicos tipicos,
como discordancias e trincas, podem influenciar os comportamentos dos “band gap” e se

podem ser amenizados por arranjos de geometrias distintas.
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