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\Happiness can be found, even in the

darkest of times, if one only remembers to

turn on the light."| Albus Dumbledore



ii

Agradecimentos

Primeiramente, gostaria de agradecer a Deus pela oportunidade de fazer uma pós-

graduação e por me dar forças para construir minha carreira acadêmica. Agradeço-o

também por colocar em meu caminho as pessoas que contribúıram para esta enorme
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Resumo

O modelo de Kitaev na rede honeycomb apresenta um estado fundamental com

ĺıquido de spin e é exatamente solúvel. Neste modelo existem excitações de férmions de

Majorana, com ou sem gap, e excitações dos vórtices de fluxos Z2, também chamados de

visons. Estas são excitações com gap. A energia para criar um par de visons sempre foi

calculada numericamente com redes de tamanho finito, mas recentemente, uma expressão

anaĺıtica válida no limite termodinâmico foi derivada utilizando métodos de funções de

Green. Ter um método anaĺıtico é interessante pois, em regimes de parâmetros em que a

dispersão de Majoranas é sem gap, os efeitos de tamanho finito são mais fortes, podendo

prejudicar extrapolações dos valores numéricos do gap de visons para o limite termo-

dinâmico. Neste trabalho, comparamos os dois métodos para calcular o gap de visons no

modelo de Kitaev e os generalizamos para um outro modelo de spins 3
2
na rede kagome,

em que férmions de Majorana formam uma superf́ıcie de Fermi. Mostramos a existência

de um regime em que o gap diminui com o aumento da superf́ıcie de Fermi.

Palavras-chave: Modelo de Kitaev, Funções de Green, Espalhamento na rede,

Rede Kagome, Superf́ıcie de Fermi, Visons.
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Abstract

The Kitaev honeycomb model is an exactly solvable model that has a spin li-

quid ground state. It can have gapped or gapless excitations from Majorana fermions

and vortices of a Z2 gauge field, also known as visons, which are always gapped. The

energy to create a pair of visons has always been calculated numerically in finite-size lat-

tices, but recently, an analytical expression valid in the thermodynamic limit was derived

using Green’s function methods. An analytical method might be interesting for, when

the Majoranas dispersion is gapless, the finite-size effects are stronger and might spoil

extrapolations of the numerical vison gaps to the thermodynamic limit. In this work,

we compare both methods to calculate the vison gap in the Kitaev model and generalize

them to another model of spins 3
2
in the kagome lattice, in which Majorana fermions form

a Fermi surface. We find a regime in which the vison gap decreases with the size of the

Fermi surface.

Keywords: Kitaev model, Green’s functions, Lattice scattering, Kagome lattice,

Fermi surface, Visons.
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Cap��tulo 1

Introdu�c~ao

A teoria de Landau das fases da mat�eria [1] �e, h�a muito tempo, um paradigma

na f��sica da mat�eria condensada. Esta teoria entende que uma fase pode ser caracteri-

zada pela presen�ca ou ausência de simetrias. Uma transi�c~ao de fase ocorre sempre que

h�a uma quebra de simetria. Um exemplo simples �e a transi�c~ao l��quido-s�olido: l��quidos

têm simetria completa de transla�c~ao e rota�c~ao, enquanto s�olidos quebram a simetria

translacional quando se ordenam em uma estrutura cristalina. O paradigma de Landau

prevê que um sistema com uma determinada simetria pode ter um estado fundamental

que espontaneamente quebra esta simetria, por exemplo uma fase ferromagn�etica em um

modelo de spins interagentes (Ising, Heisenberg). Uma quebra espontânea de simetria

deve ser acompanhada de um parâmetro de ordem que caracteriza a fase. Sendo assim,

uma fase ferromagn�etica pode ser diferenciada da paramagn�etica pelo valor esperado da

magnetiza�c~ao local, que s�o ser�a �nito no primeiro caso.

Entretanto, a aten�c~ao da comunidade de mat�eria condensada moderna se voltou

para modelos com propriedades n~ao explicadas pelos conceitos de quebra espontânea de

simetria e parâmetro de ordem local. O modelo de Heisenberg antiferromagn�etico na

rede quadrada em temperaturaT = 0 tem estado fundamental semicl�assico de N�eel [2],

mas o mesmo modelo na rede triangular (ou qualquer outra rede n~ao bipartida) deve

apresentar frustra�c~ao: quando duas intera�c~oes entre spins n~ao conseguem ser satisfeitas

simultaneamente. Em uma plaqueta triangular, se dois spins conseguirem se alinhar

antiparalelamente, um terceiro teoricamente pode assumir qualquer dire�c~ao. Veja a �gura

1:1, retirada de [3].

Na tentativa de prever o estado fundamental do modelo de Heisenberg antifer-
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Figura 1.1: Spin frustrado na rede triangular.

romagn�etico da rede triangular, P. Anderson propôs o estado RVB (Ressonant Valence

Bond) [4], uma superposi�c~ao de v�arios poss��veis emparelhamentos de spins em singletos,

como o da �gura 1:2, retirada de [3]. Este deve ter magnetiza�c~ao local nula, apesar do

alto grau de correla�c~ao entre os spins. Os primeiros estados excitados acima de um es-

tado fundamental de spins1
2 ordenados pode ser obtida desemparelhando um �unico par

de spins. No estado de N�eel, isto resulta em excita�c~oes de spin 1, os m�agnons, previstos

pela teoria de ondas de spin linear. A ausência de ordem de longo alcance no estado RVB

faz com que o mesmo procedimento dê origem a pares de excita�c~oes de spin1
2 , chamdos

spinons [5], um exemplo de excita�c~oes fracion�arias.

Figura 1.2: Con�gura�c~ao de emparelhamentos de spins em singletos na rede triagular. O
estado RVB �e uma superposi�c~ao de v�arias dessas con�gura�c~oes.

.

Apesar de, no �m das contas, o estado RVB n~ao ter se estabelecido como estado

fundamental do modelo de Heisenberg antiferromagn�etico na rede triangular [6], ele �e

entendido como o prot�otipo de um l��quido quântico de spin (QSL) [3, 7], o principal

objeto de estudo desta disserta�c~ao. Uma primeira de�ni�c~ao diz que QSLs s~ao sistemas

de spins altamente correlacionados, mas com estado fundamental sem ordem de longo

alcance mesmo em temperaturaT = 0. Estas fases podem ocorrem em sistemas com re-

des que permitem frustra�c~ao dos spins. Os estados fundamentais de QSLs s~ao altamente
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emaranhados, ou seja, n~ao podem ser escritos ou representados por um estado produto de

suas parti�c~oes. Isto implica em uma das principais propriedades dos QSLs, de suporte a

excita�c~oes n~ao locais: excita�c~oes que n~ao podem ser criadas isoladamente por operadores

locais. Estas s~ao ditas con�nadas se sua energia n~ao muda quando as separamos espaci-

almente. O c�odigo t�orico �e um prot�otipo de QSL com estados fundamentais altamente

emaranhados, cujas excita�c~oes, as part��culase e m, s~ao n~ao locais e con�nadas. Um outro

exemplo de sistema (mas n~ao de QSL) que suporta excita�c~oes n~ao locais �e o modelo Ising

na cadeia fechada [8]: pares de paredes de dom��nio têm um custo energ�etico para serem

criadas, mas n~ao custam energia para se deslocarem. Uma outra propriedade dos QSLs �e

a de emergência de uma estrutura de calibre e de excita�c~oes fracion�arias, como os spinons

no estado RVB. Os QSLs podem ser classi�cados quanto ao grupo de simetria da estru-

tura de calibre emergente, sendo os principaisSU(2), U(1) e Z2. Um tipo importante de

excita�c~oes n~ao locais de l��quidos de spin s~ao os v�ortices do campo de calibre do QSL. Os

v�ortices do l��quido de spin Z2 s~ao chamados de visons e s~ao sempre excita�c~oes comgap

[9].

Um modelo paradigm�atico com estado fundamental de l��quido de spin em 2D �e o

modelo de Kitaev da rede honeycomb [10, 11]. Este �e um modelo com intera�c~oes Ising

anisotr�opicas entre spins1
2 vizinhos que foi inicialmente proposto como umtoy model im-

portante no contexto de computa�c~ao quântica topol�ogica, mas que tamb�em tem relevância

experimental com isolantes de Mott com forte acoplamento spin-�orbita que pode realizar

as intera�c~oes anisotr�opicas entre spins12 efetivos [12]. Alguns dos principais candidatos

s~ao �oxidos de Ir4+ [13] e o� -RuCl3 [14]. O modelo de Kitaev �e um QSL em que os graus

de liberadade de spin se fracionalizam em f�ermions de Majorana, como em [15], em um

plano de fundo de campos de calibreZ2 est�aticos. O espectro de Majoranas pode ou n~ao

ter gap, sendo o caso isotr�opico sem campo magn�etico um caso de dispers~ao semgap.

A atua�c~ao com um operador de spin (ou par de Majoranas) em um s��tio cria um par

de visons adjacentes no plano de fundo de 
uxosZ2. O gap para criar diferentes con�-

gura�c~oes de visons foi calculado em [10]. No caso isotr�opico, com todos os acoplamentos

iguais a J , foi encontrada uma energia de �v � 0:267J para criar v�ortices adjacentes,

utilizando diagonaliza�c~ao num�erica do Hamiltoniano com redes de tamanho �nito. Ape-

sar da energia do estado fundamental deste modelo poder ser encontrada exatamente no

limite termodinâmico, a energia das con�gura�c~oes com v�ortices, por quebrarem simetria
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de transla�c~ao, aparentavam poder ser calculadas apenas em redes �nitas.

Recentemente foi proposto em [16] um m�etodo empregando fun�c~oes de Green para

calcular ogap de visons adjacentes no modelo de Kitaev. Este m�etodo consiste em inter-

pretar a cria�c~ao de um par de visons como a introdu�c~ao de um potencial de espalhamento

de curto alcance. Um valor no limite termodinâmico de �v = 0:263313(6)J para o caso

isotr�opico foi encontrado. No modelo de Kitaev, quando a dispers~ao de Majoranas tem

gap, a energia para criar v�ortices converge rapidamente com o tamanho da rede, mas

quando a dispers~ao n~ao temgap, existem efeitos de tamanho �nito que nos obrigam a

olhar para redes bem maiores. Sendo assim, na fase semgap, o m�etodo anal��tico de [16] �e

uma alternativa melhor em rela�c~ao ao m�etodo num�erico. Com uma ferramenta assim, o

interesse em modelos de spin com fracionaliza�c~ao em Majoranas com dispers~oes semgap

ressurge, uma vez que o m�etodo em [16] �e possivelmente generaliz�avel.

Uma possibilidade de dispers~ao de Majoranas semgap �e se houver uma superf��cie

de Fermi. Estes podem ser interessantes pois, apesar de l��quidos de spin serem isolan-

tes de carga, grandezas como calor espec���co e condutividade t�ermica respeitam leis de

potência na temperatura consistentes com a teoria de l��quido de Fermi [17]. Em [18, 19]

�e apresentado um modelo de spins32 na rede kagome em que pode haver uma superf��cie

de Fermi, sendo um bom candidato para estudarmos as propriedadades de visons. Outros

modelos de QSL com superf��cies de Fermi s~ao [20, 21, 22].

Este trabalho seguir�a a seguinte estrutura: No cap��tulo 2 iremos introduzir as

ferramentas anal��ticas que inspiraram o m�etodo desenvolvido em [16]. O Cap��tulo 3 vai

apresentar em detalhes a solu�c~ao e propriedades do modelo de Kitaev nas se�c~oes 3:1 e 3:2.

Na se�c~ao 3:3 vamos estudar o m�etodo num�erico para diagonaliza�c~ao de um Hamiltoniano

no espa�co real e calcular ogap de visons para dois regimes de parâmetros do modelo:

o isotr�opico e um outro anisotr�opico. Na se�c~ao 3:4 vamos usar o m�etodo anal��tico para

encontrar o valor dosgaps nesses dois mesmos regimes e comparar com os resultados

num�ericos. O cap��tulo 4 segue a mesma estrutura do cap��tulo anterior. Na se�c~ao 4.1

vai apresentar o modelo de Chua-Yao-Fiette [18], mostrando o mapeamento de spins3
2

em f�ermions de Majorana, como s~ao as con�gura�c~oes de 
uxo que podem dar o estado

fundamental e o qu~ao rica pode ser a dispers~ao de Majoranas. Nas se�c~oes 4.2 e 4.3

Falar sobre visons neste modelo. Exploraremos uma faixa de regimes em que h�a uma

superf��cie de Fermi com tamanho que pode variar apenas com um dos parâmetros do
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Hamiltoniano. Aplicaremos o m�etodo de diagonaliza�c~ao num�erica na rede de tamanho

�nito e generalizaremos o m�etodo de [16] para calcular o valor dogapde visons adjacentes

no limite termodinâmico. Vamos estudar como estegap deve variar com o tamanho da

superf��cie de Fermi. Por �m, o cap��tulo 5 vai falar das conclus~oes sobre o trabalho,

di�culdades e poss��veis perspectivas que este projeto deixa.
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Cap��tulo 2

Sistemas Fermiônicos

Ao longo deste trabalho, estudaremos modelos de spins em redes bidimensio-

nais, cujas solu�c~oes s~ao mapeamentos para modelos de f�ermions livres. Portanto, neste

cap��tulo vamos introduzir algumas t�ecnicas anal��ticas envolvidas na descri�c~ao de sistemas

fermiônicos e outras t�ecnicas de mecânica quântica. Um sistema met�alico �e o principal

sistema f��sico que pode ser entendido por um modelo de f�ermions livres. Come�caremos es-

tudando modelos de f�ermions numa rede, focando em como s~ao os n��veis (bandas) de ener-

gia e sua ocupa�c~ao. Depois, olhando para um sistema fermiônico mais geral (part��culas

livres numa caixa quadrada), introduziremos o formalismo das fun�c~oes de Green. Por

�m, vamos fazer um sum�ario de importantes resultados de teoria de espalhamento para

mecânica quântica, com o objetivo de calcular a mudan�ca da energia do estado fundamen-

tal de um sistema de f�ermions sob a presen�ca de potencial espalhador local, em termos

da fun�c~ao de Green livre.

2.1 Modelos de Rede

As propriedades eletrônicas de s�olidos cristalinos met�alicos podem ser entendidas

por um modelo em que os el�etrons de condu�c~ao s~ao livres para vagar, sobre um plano de

fundo de ��ons positivos [23, 24]. Estes ��ons devem estar distribu��dos espacialmente em

uma forma organizada e peri�odica, que geralmente podemos descrever matematicamente

como uma rede. Uma rede de Bravais �e um tipo de rede para o qual cada ponto deve ser

indistingu��vel, isto �e, observar o mesmo ambiente ao seu redor. A propriedade fundamental

que estas têm �e a de simetria de transla�c~ao: em uma rede de Bravais emd dimens~oes,
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podemos escreverd vetores ai , cada um conectando um ponto ad de seus primeiros

vizinhos, tal que qualquer transla�c~ao

A d =
dX

i =1

mi ai (2.1)

leva a um outro ponto indistingu��vel do primeiro. Em duas dimens~oes, existem apenas 5

redes de Bravais, que se distinguem pelo grupo associado �as suas simetrias de rota�c~ao e

pela diferen�ca relativa entre as dire�c~oes dos vetores primitivos. Podem-se construir redes

mais complexas a partir de uma rede de Bravais, por exemplo, sobrepondo duas ou mais

redes de Bravais equivalentes. Dizemos que os pontos que pertecem a uma das redes de

Bravais sobrepostas formam uma subrede.

�E chamada c�elula unit�aria uma regi~ao da rede desejavelmente pequena, que pode

gerar a rede inteira por transla�c~oesA d. A c�elula unit�aria primitiva �e uma que envolve

em seu volume apenas um ponto da rede de Bravais. Uma escolha interessante de c�elula

primitiva �e a c�elula de Wigner-Seitz, que �e centrada em um ponto da rede e �e delimitada

por planos que interceptam ao meio as distâncias do ponto a cada um de seus vizinhos.

A c�elula de Wigner-Seitz tem a conveniência de carregar a mesma simetria do grupo de

rota�c~ao da rede. A c�elula unit�aria primitva de uma rede com uma ou mais subredes deve,

portanto, conter um s��tio de cada subrede, mas na pr�atica ainda envolve apenas um s��tio

da rede de Bravais original.

Uma formula�c~ao em mecânica quântica das poss��veis energias e prov�aveis posi�c~oes

dos el�etrons num metal pode ser obtida modelando a rede de ��ons como um potencial

atrativo e peri�odico V (r ), tal que

V (r + A d) = V (r ) : (2.2)

Se considerarmos que os el�etrons s~ao independentes e n~ao interagem entre si,V (r ) �e o

�unico potencial que estes experienciam. Desta forma, �e poss��vel mostrar que as solu�c~oes

da equa�c~ao de Schr•odinger

�
�

1
2m

r 2 + V (r )
�

 k (r ) = E (k)  k (r ) (2.3)

para as fun�c~oes de onda de um el�etron s~ao da forma
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 k (r ) = exp ( ik � r ) uk (r ) ; (2.4)

com uk (r + A d) = uk (r ). Este importante resultado �e chamado teorema de Bloch.

Do ponto de vista matem�atico, a de�ni�c~ao das redes de Bravais exige que estas

tenham extens~ao in�nita. Entretanto, obviamente, s�olidos cristalinos s~ao corpos �nitos.

Para lidar com isto, usamos condi�c~oes peri�odicas de contorno, entendendo que, se usarmos

redes su�cientemente grandes, as propriedades f��sicas dos s�olidos ser~ao razoavelmente bem

descritas. No caso de um material emd = 2 1, se tivermosL i c�elulas unit�arias nas dire�c~oes

dos vetoresai ; condi�c~oes peri�odicas de contorno s~ao contempladas se

A 2 + n1L1a1 + n2L2a2 = A 2; (2.5)

em quen1 en2 s~ao inteiros. Dizemos neste caso que a rede est�a como disposta na superf��cie

de um toro. Os valores poss��veis dek s~ao

k =
m1

L1
b1 +

m2

L2
b2; (2.6)

em que os vetoresb i , obtidos de ai � b j = 2�� ij , formam no espa�co rec��proco tamb�em

uma rede de Bravais, com pontos obtidos por transla�c~oesB 2 an�alogas a (2:1). Existem

ent~aoN = L1L2 valores poss��veis dek, todos dentro da c�elula unit�aria primitiva da rede

rec��proca, que recebe o nome de zona de Brillouin.�E sempre su�ciente contarmos os

modos em uma �unica zona, e portanto de�nimos como primeira zona de Brillouin (BZ )

a c�elula de Wigner-Seitz da rede rec��proca. Na �gura 2:1 h�a um exemplo da rede de

Bravais em d = 2 associada ao grupo de simetriaC6, a rede triangular, bem como sua

rede rec��proca e poss��veis escolhas da zona de Brillouin [24]. Veja que a rede rec��proca �e

tamb�em uma rede triangular.

Podemos entender a fun�c~ao de onda 	 (k + B 2), com k 2 BZ , como outra solu�c~ao

da equa�c~ao de Schr•odinger (2:3) para o mesmok, mas certamente com um autovalor

de energia diferente. O conjunto dos n��veis de energiaE j (k) s~ao dispers~oes que d~ao a

estrutura de bandas do material, sendo ordenadas da menor para a maior energia, para

cada valor dek. A quantidade de modos poss��veis dentro daBZ cresce com o tamanho da

1Os modelos de rede que trabalharemos s~ao em duas dimens~oes, por isso a decis~ao de especi�car a
dimens~ao aqui.
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(a) Rede real (b) Rede rec��proca

(c) Primeira zona de Brillouin

Figura 2.1: Rede triangular e sua rede rec��proca. Os vetores das duas redes s~ao mostrados.
As poss��veis escolhas da zona de Brillouin s~ao mostradas em rosa. Os pontos de alta
simetria da BZ s~ao destacados.

rede, entretanto, na mesma propor�c~ao, cresce tamb�em a quantidade de el�etrons que podem

ocupar estes modos, de forma que a fra�c~ao de estados ocupados na zona de Brillouin

n~ao depende do tamanho da rede, mas da quantidade de el�etrons por s��tio ou c�elula

unit�aria primitiva. �E sempre razo�avel ent~ao entender asE j (k) como fun�c~oes cont��nuas

de k, mesmo que esses a princ��pio fossem discretos, j�a que no limite termodinâmico,

L i ! 1 ; 8i , k �e cont��nuo.

Com respeito �a sua estat��stica em sistemas quânticos de v�arias part��culas, el�etrons

s~ao f�ermions. Estes portanto obedecem ao princ��pio de exclus~ao de Pauli, que obriga-os a

sempre ocupar estados com n�umeros quânticos diferentes, que aqui s~aok e ��ndice de banda

j 2. Dos N estados dispon��veis em cada banda, a probabilidade de um com momentok

na banda de ��ndicej estar ocupado na temperaturaT �e determinada pela distribui�c~ao de

Fermi-Dirac
2Vamos ignorar o grau de liberdade de spin, j�a que os modelos fermiônicos que surgir~ao nos cap��tulos

seguintes s~ao todos de f�ermions sem spin.
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nF (E j (k)) =
�

exp
�

E j (k) � �
kB T

�
+ 1

� � 1

; (2.7)

onde � �e o potencial qu��mico e kB a constante de Boltzmann. No limiteT ! 0, temos

� = EF e (2:7) se reduz a� (E j (k) � EF ), o que deixa explicita a interpreta�c~ao f��sica de

EF como sendo a energia que separa os estados ocupados dos vazios. A superf��cie de�nida

por

E (k) = EF (2.8)

�e chamada superf��cie de Fermi, que ilustra na estrutura de bandas onde est~ao os n��veis

ocupados.

2.2 Fun�c~oes de Green

Nesta se�c~ao vamos introduzir o formalismo de fun�c~oes de Green em mecânica

quântica [25] e como podemos us�a-las para extrair informa�c~oes sobre nosso sistema f��sico.

Olhando para um sistema de muitos el�etrons mais geral (mas ainda sem spin), de Hamil-

toniano

H =
X

i

�
p2

i

2m
+ V (r i )

�
= H0 +

X

i

V (r i ) ; (2.9)

em queV (r i ) �e o potencial a que cada el�etron est�a submetido. Imaginando, para �ns de

normaliza�c~ao, que os el�etrons se encontram con�nadas a uma caixa c�ubica de ladosL, as

solu�c~oes deH0 para as fun�c~oes de onda de muitos el�etrons s~ao

' k (r ) = L � 3
2 ei k �r ; (2.10)

em que osk's assumem valores discretos.�E conveniente introduzir o formalismo de

segunda quantiza�c~ao [26] para lidar com sistemas de muitas part��culas. Os operadores de

cria�c~ao e destrui�c~ao de f�ermions com vetor de ondak s~aoay
k e ak , e respeitam a �algebra

n
ak ; ay

k 0

o
= � kk 0; (2.11)

f ak ; ak 0g =
n

ay
k ; ay

k 0

o
= 0: (2.12)
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Operadores diagonais na representa�c~ao de momento podem ser escritos em termos do

operador n�umero nk = ay
k ak que, para respeitar o princ��pio de exclus~ao, devem ter auto-

valores 0 ou 1. Esses operadores atuam em vetores de estado com n�umero de part��culas

vari�avel, chamado espa�co de Fock. Um estado de muitas part��culas pode ser criado a

partir do estado de v�acuo j0i , de�nido por ak j0i = 0; 8k; por sucessivas aplica�c~oes de

operadores de cria�c~ao para cada part��cula:

jk1; k2; � � � ; k r i = ay
k 1

ay
k 2

� � � ay
k r

j0i : (2.13)

Nosso Hamiltoniano em termos de operadores fermiônicos �ca

H =
X

k

E0 (k) nk +
X

k ;q

V (q) ay
k + qak ; (2.14)

com

E0 (k) =
k2

2m
; (2.15)

V (q) =
1

L3

Z
V (r ) e� i q�r d3r : (2.16)

Para calcular valores esperados de observ�aveis, ter��amos que calcular termos da

forma
D

m
�
�
�ay

k 0ak

�
�
� n

E
, ondejmi e jni pertecem ao conjunto de autoestados deH . Isso nos

motiva a de�nir a fun�c~ao de Green de uma part��cula, atrav�es da qual podemos escrever

diversas quantidades f��sicas de nosso interesse:

G (k; t) = � i
D

0
�
�
�T

h
ak (t) ay

k (0)
i �
�
� 0

E
; (2.17)

em que a dependência temporal dos operadores �e dada porak (t) = eiHt ak e� iHt , como na

representa�c~ao de Heisenberg, eT �e o operador de ordenamento temporal, cuja aplica�c~ao

num conjunto de operadores os ordena do menor para o maior instante de tempo (da

direita para a esquerda). Toda a informa�c~ao contida no Hamiltoniano est�a tamb�em con-

tida na fun�c~ao de Green, entretanto, na pr�atica, trabalhar com a �ultima �e quase sempre

mais interessante.G (k; t) �e uma medida da correla�c~ao entre part��culas com mesmok em

instantes de tempo diferentes. Pode ser calculado explicitamente:
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G (k; t) =

8
><

>:

� i


k

�
�e� iHt

�
� k

�
; t > 0

0; t < 0
(2.18)

�E bastante comum lidarmos com a transformada de Fourier temporal da fun�c~ao

de Green, que se torna uma fun�c~ao da energia. SeH inclui um potencial peri�odico, a

base de autoestados pode ser osjk; j i , de momentok dentro da BZ e ��ndice de bandaj .

Introduzindo um parâmetro in�nitesimal � real e positivo para tornar sol�uvel a integra�c~ao,

temos

G (k; E + i� ) =
X

j

X

k 02 BZ

Z 1

�1
G (k; t) ei (E + i� )tdt (2.19)

=
X

j

X

k 02 BZ

jhkjk0; j ij 2

E � E j (k0) + i�
(2.20)

com E j (k0) = hk0; j jH j k0; j i . Perceba que

ImG (k; E) = � �
X

j

X

k 02 BZ

� (E � E j (k0)) (2.21)

Podemos ent~ao escrever um primeiro observ�avel importante para o decorrer deste traba-

lho, a densidade de estados, em termos da fun�c~ao de Green:

� (E) = �
1
�

Im
X

k

G (k; E) : (2.22)

A fun�c~ao de Green associada ao Hamiltoniano livre �e

G0 (E + i� ) =
1

E � H0 + i�
: (2.23)

Veja que esta �e uma fun�c~ao com polos nos autovalores deH0. Uma de�ni�c~ao an�aloga da

fun�c~ao de Green totalG (E) �e encontrada trocandoH0 por H . A fun�c~ao de Green total

G cont�em informa�c~ao sobre o sistema perturbado, que �e o que nos interessa resolver, mas

em teoria de perturba�c~ao o problema se desenvolve em s�eries deG0, por isto ela acaba

sendo t~ao �util. Para obter a fun�c~ao de Green, basta conhecer o Hamiltoniano e tomar seu

inverso. No espa�co de momentos, temos ent~ao
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hk0jG0 (E)j ki =
1

E � E0 (k)
� kk 0 = G0 (k; E) � kk 0: (2.24)

2.3 Espalhamento por um potencial local

O problema de espalhamento [25, 27] em mecânica quântica tenta descrever o que

deve acontecer a uma part��cula ao encontrar uma regi~ao in
uenciada por um potencial

V (r ) e depois abandonar essa regi~ao. O Hamiltoniano do problema �e

H = H0 + V (r ) =
p2

2m
+ V (r ) : (2.25)

Esta �e uma quest~ao que geralmente �e tratada com teoria de perturba�c~ao dependente do

tempo, imaginando queV (r ) �e ligado por um breve intervalo de tempo. A rela�c~ao de

transi�c~ao entre os estados assint�oticos inicial e �nal,ji i e jni �e descrita pela matriz de

espalhamento

Sin = � in � Tin 2�i� (En � E i ) ; (2.26)

em queTin �e chamada matriz de transi�c~ao, que cont�em a aproxima�c~ao em primeira ordem

do potencialV . A equa�c~ao diz que a onda incidente pode n~ao sofrer mudan�ca alguma, ou

sofrer algum tipo de espalhamento, determinado porTin . �E razo�avel supor que os estados

ji i e jni ser~ao ondas planas, portanto ter~ao mesmo autovalor de energiaE = k2

2m , Sejajki

a onda incidente, tal queH0 jk i = E jki e j	 i a onda resultante do poss��vel espalhamento,

com H j	 i = E j	 i , Podemos relacionar estes estados por

(E � H0) ( j	 i � j k i ) = V (r ) j	 i :

Vamos introduzir um fator � real e positivo para possibilitar a invers~ao do operador

ao lado esquerdo. Perceba que isto �e ent~ao a fun�c~ao de Green livreG0 (E � i� ) =

(E � H0 � i� )� 1. A equa�c~ao paraj	 i se torna

j	 i = jki + G0 (E � i� ) V (r ) j	 i ; (2.27)

conhecida como equa�c~ao de Lippmann-Schwinger. A partir das solu�c~oesj	 i , podemos

relacionar os operadoresT e V (r ) por T jki = V (r ) j	 i . Perceba que (2:27) �e uma
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rela�c~ao de recursividade paraj	 i . aplicando, por exemplo,V (r ) �a esquerda, temos3

V (r ) j	 i = V (r ) jk i + V (r ) G0V (r ) j	 i

= [ V (r ) + V (r ) G0T] jki

= T jki ;

obtendo uma rela�c~ao de recursividade agora entre os operadores:

T = V (r ) + V (r ) G0T: (2.28)

Isto nos d�a uma s�erie perturbativa no potencial e na fun�c~ao de Green livre: uma das

formas da s�erie de Born. Expandindo, temos

T = V (r ) + V (r ) G0V (r ) + V (r ) G0V (r ) G0V (r ) + � � � (2.29)

No espa�co de momentos, �e poss��vel mostrar que

hk jTj ki = V (q = 0) +
X

q

V (k � q) G0 (q; E) V (q � k) + � � � (2.30)

Esta s�erie, de modo geral, s�o nos �e �util truncando-a e calculando efeitos de alguma ordem

espec���ca em V. Entretanto, se considerarmos um potencial de espalhamento local e

de curto alcance, por exemplo, uma delta de Dirac na posi�c~ao do centro espalhador, a

dependência emq nos potenciais em (2:29) deve sumir, pois

V (r ) = V � (r ) ! V (q) =
1

L3
V: (2.31)

(2:29) se torna

T (k) =
1

L3
V +

�
V
L3

� 2 X

q

G0 (q; E) +
�

V
L3

� 3
"

X

q

G0 (q; E)

#2

+ � � � (2.32)

�e �util de�nir a fun�c~ao de Green local

3vamos omitir o argumento E � i� da fun�c~ao deG0 para menor polui�c~ao visual, mas vamos retorn�a-lo
mais adiante quando precisarmos.
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g0 (E) =
1

L3

X

k

G0 (k; E) : (2.33)

Isto permite que calculemos isoladamente a soma em momentos dentro deg0. A soma

na equa�c~ao (2:32) �e uma s�erie geom�etrica emV g0, que nos permite obter um valor exato

para a matriz de transi�c~ao, que n~ao depende mais dos momentos, mas apenas deE:

T (E) =
V
L3

1X

n=0

[V g0 (E)]n

=
V
L3

1
1 � V g0 (E)

: (2.34)

O fato do potencial ser local faz com que toda a dependência em momentos �que na

de�ni�c~ao de g0. Desta forma, podemos calcular (2:33) isoladamente e depois inserir em

T (E).

2.3.1 Phase Shifts

A equa�c~ao de Lippmann-Schwinger no espa�co real nos d�a solu�c~oeshr j	 i que ge-

ralmente s~ao escritas como expans~oes de ondas parciais. Nestas solu�c~oes seus argumentos

�cam em termos de parâmetros adimensionais� l chamadosphase shifts, sendol o ��ndice

associado ao canal de momento angular na expans~ao. No caso de um potencial de curto

alcance, �e relevante apenas o termo comphase-shiftde ondas, o � 0, a partir do qual al-

guns teoremas podem ser derivados. Um deles �e o teorema de Friedel [28], que relaciona a

mudan�ca na densidade de estados dos f�ermions na presen�ca da impureza com a derivada

de � 0 (E). Um outro �e o teorema de Fumi [29], que diz que a mudan�ca na energia do

estado fundamental (ou da energia livre em temperaturaT = 0) devida �a presen�ca do

potencial de espalhamento �e dada por

� F (T = 0) = �
1
�

Z EF

Emin

� 0 (E) dE: (2.35)

Emin �e a energia m��nima do sistema em quest~ao (geralmente escreve-se este limite inferior

como�1 ), tal que a integra�c~ao �e feita sobre os estados ocupados.

A matriz T pode ser escrita em termos dophase shift[25, 30] por
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T (E � i� ) = �
2�
m

e� 2i� 0 (E ) � 1
2ip

: (2.36)

Desta forma, podemos escrever ophase shiftem termos da matrizT:

T (E + i� )
T (E � i� )

= �
e2i� 0 (E ) � 1
e� 2i� 0 (E ) � 1

= e2i� 0 (E ) ; (2.37)

ou

2i� 0 (E) = ln
�

T (E + i� )
T (E � i� )

�
: (2.38)

Um fato importante �e que seE �e real, ent~ao

g�
0 (E + i� ) = g0 (E � i� ) ; T � (E + i� ) = T (E � i� ) : (2.39)

Usando isto e (2:34), encontramos �nalmente ophase shiftem termos da fun�c~ao de Green:

� 0 (E) = Im f ln [1 � V g0 (E + i� )]g : (2.40)

Podemos assim usar o teorema de Fumi para saber qual a mudan�ca na energia do estado

fundamental provocada pela impureza em termos da fun�c~ao de Green livre. Basta conhe-

cer o Hamiltoniano livre, tomar sua inversa e, se o potencial de espalhamento n~ao tiver

dependência em momento, podemos calcular (2:33) e inserir diretamente nophase shift.

O procedimento feito em [31] leva em considera�c~ao a possibilidade da fun�c~ao de Green e

do potencial serem matrizes, com ��ndices� e � 0. Estes podem ser, por exemplo, ��ndices

de bandas. Neste caso devemos escrever ophase shiftem termos de um determinante da

matriz T, �cando com

� F = �
1
�

Z EF

Emin

Im f ln [det (I � V�� 0g0;�� 0 (E + i� ))]gdE: (2.41)

Em [30, 32, 33] h�a mais discuss~oes envolvendo o teorema de Fumi. Existe uma

chamada "forma forte"deste teorema [33], que �e sua generaliza�c~ao para temperaturas

�nitas. Uma outra forma de chegar a este teorema �e como �e feito na se�c~ao 4.1-F de [30],

usando fun�c~oes de Green de Matsubara e o teorema de linked-cluster para a energia livre.
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A soma de Matsubara �e transformada exatamente na integral (2:35). Este �e o caminho

escolhido em [16] para fazer a conta anal��tica que d�a a energia para criar um par de visons

no modelo de Kitaev.
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Cap��tulo 3

O Modelo de Kitaev

Neste cap��tulo vamos estudar o modelo de Kitaev da rede honeycomb. Apresenta-

remos as caracter��sticas do modelo e os truques para sua solu�c~ao exata. Discutiremos seu

estado fundamental e o que caracteriza suas fases com e semgap. Introduziremos as duas

principais t�ecnicas para calcular ogap de visons: num�erica na rede com tamanho �nito

e anal��tica no limite termodinâmico, mostrando seus resultados no modelo de Kitaev e

entendendo como estas podem ser generalizadas para outros modelos semelhantes.

3.1 O modelo

O modelo de Kitaev [10] considera intera�c~oes entre spins1
2 que vivem nos s��tios de

uma rede honeycomb. Esta �e uma rede triangular com duas subredes que chamaremos

de A e B. A �gura 3 :1 mostra uma poss��vel escolha de c�elula unit�aria que, transladando-

se pelos vetores primitivosa1 =
�

1
2 ;

p
3

2

�
e a2 =

�
� 1

2 ;
p

3
2

�
, pode gerar a rede inteira.

Trabalharemos sempre com uma rede deN c�elulas unit�arias com condi�c~oes peri�odicas de

contorno, sendoL1 e L2 a quantidade de c�elulas unit�arias nas dire�c~oes dos vetoresa1 e

a2 respectivamente.

Rotulamos as três diferentes dire�c~oes da rede, como indicado na �gura 3:2, tal que

as intera�c~oes entre spins s~ao do tipo Ising (produtos de matriz de Pauli) com seus primeiros

vizinhos, determinada exatamente pelo r�otulo da liga�c~ao entre o par de s��tios. Ou seja,

se os s��tiosi e j s~ao primeiros vizinhos e est~ao no link-� , (� 2 [x; y; z]), o Hamiltoniano �e
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Figura 3.1: Vetores primitivos da rede honeycomb e c�elula unit�aria, destacada em azul.

H = � Jx

X

links- x

� x
i � x

j � Jy

X

links- y

� y
i � y

j � Jz

X

links- z

� z
i � z

j : (3.1)

Figura 3.2: A rede Honeycomb com os r�otulos de cada um dos três tipos de link.

Podemos ainda escreverH de forma mais compacta de�nindo o operador bilinear

nos � �
i que carrega a intera�c~ao em si, que chamaremos de operador de link:

K �
ij = � �

i � �
j ; se (i; j ) �e um link- �; (3.2)

�cando com

H = �
X

�

J�

X

links- �

K �
ij : (3.3)

O fato de o modelo ser exatamente sol�uvel parte da de�ni�c~ao dos operadoresWp, que s~ao

produtos de matrizes de Pauli em torno de uma plaquetap, como designado na �gura 3:3.

Wp =
Y

i 2 p

� � i
i = � x

1 � y
2 � z

3� x
4 � y

5 � z
6: (3.4)
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Figura 3.3: Uma plaquetap na rede honeycomb, com os seis s��tios para os quais teremos
matrizes de Pauli na de�ni�c~ao deWp.

OsWp comutam todos entre si, pois duas plaquetas necessariamente compartilham

um n�umero par de s��tios: 2 se forem vizinhas e 0 se estiverem afastadas. Isto implica no

v��nculo
Y

p

Wp = 1: (3.5)

Usando propriedades das� �
i , notamos que osWp podem ser escritos tamb�em como pro-

dutos dos operadores de link:

Wp = � x
1 � y

2 � z
3� x

4 � y
5 � z

6 = K 12K 23K 34K 45K 56K 61; (3.6)

pois, se olharmos por exemplo para um par deK �
ij , teremos

K 23K 34 = � x
2 � x

3 � y
3 � y

4

= � x
2 (i� z

3) � y
4:

Isto �e bastante �util pois o Hamiltoniano �e de�nido exatamente em termos dosK �
ij ; portanto

[Wp; H ] = 0; 8p; (3.7)

e temos ent~ao um conjunto de operadores que n~ao têm dinâmica: s~ao conservados. Encon-

trar autoestados deH deve ent~ao se resumir a procurar em uma con�gura�c~ao espec���ca

dos Wp em toda a rede. Chamamos cada um destes subespa�cos de \setor de 
uxo"

ou \con�gura�c~ao de 
uxo". Perceba que (Wp)2 = 1, ou seja, este �e um operador com
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autovaloreswp = � 1. S~ao destes autovalores deWp que tiramos a interpreta�c~ao de 
uxo:

wp = ei' p : (3.8)

Para plaquetas hexagonais, os' p podem ser 0 ou� . Por serem dois poss��veis valores,

dizemos queWp �e um operador que mede 
uxoZ2. Se imaginarmos a rede honeycomb

disposta num toro, se tivermosN c�elulas unit�arias, temos tamb�em N plaquetas hexago-

nais. Portanto, considerando o v��nculo (3:5) deve haver 2N +1 poss��veis setores de 
uxo.

A boa not��cia �e que, para redes bipartidas, como a honeycomb, h�a um teorema de Lieb

[34] que garante que a con�gura�c~ao de 
uxo que d�a o estado fundamental �e exatamente

aquela em quewp = 1; 8 p.

Para obter uma solu�c~ao anal��tica do modelo de Kitaev, podemos mapear os ope-

radores de Pauli� j , para cada s��tio j , em quatro f�ermions de Majorana
�
bx

j ; by
j ; bz

j ; cj
�
.

Esses novos operadores s~ao hermitianos:
�
b�

j

� y
= b�

j , (cj )
y = cj e respeitam �a �algebra de

f�ermions an�alogas a (2:11). �E importante de�nir tamb�em que
�
b�

j

� 2
= ( cj )

2 = 1. Esse ma-

peamento, apesar de dobrar o espa�co de Hilbert do Hamiltoniano, �e �util pois veremos que

H ser�a quadr�atico em f�ermions cj ; se tornando um problema que sabemos resolver. Para

contornar o aumento n~ao f��sico do espa�co de Hilbert, vamos impor um v��nculo atrav�es do

operadorD j = bx
j by

j bz
j cj : se ~M �e o subespa�co estendido, em que os

�
bx

j ; by
j ; bz

j ; cj
�

atuam,

e M �e o subespa�co f��sico, tal queM � ~M ; os estados f��sicos, ou seja, que s~ao poss��veis

autoestados do Hamiltoniano original, s~ao tais que

D j j	 f �{sico i = j	 f �{sico i ; 8 j: (3.9)

Veja que D j têm autovalores� 1, ent~ao o v��nculo de fato seleciona metade da dimens~ao

de M . O mapeamento para f�ermions de Majorana �e feito da seguinte forma:

8
>>>>><

>>>>>:

~� x
j = ibx

j cj ;

~� y
j = iby

j cj ;

~� z
j = ibz

j cj :

(3.10)

Ao reescrever o Hamiltoniano na forma fermiônica, teremos um operador que atua em~M ,

com matrizes de Pauli ~� x , ~� y, e ~� z que, quando restritas ao subespa�co f��sicoM , devem
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satisfazer �a mesma algebra que as� x , � y, � z. Isso �ca claro tomando

~� x
j ~� y

j ~� z
j = ibx

j by
j bz

j cj = iD j ;

que �e equivalente a

� x
j � y

j � z
j = i;

j�a que os D j atuam como a identidade emM . Estamos prontos para escrever ent~ao um

Hamiltoniano de f�ermions para o modelo de Kitaev. Apesar de termos, para cadaK �
ij ,

duas matrizes de Pauli, ter��amos a princ��pio quatro f�ermions, mas os Majoranasb�
i sempre

aparecer~ao em pares da mesma liga�c~ao� . Se de�nirmos ent~ao os operadores hermitianos

ûij = ib�
i b�

j , associados a cada link (j; k ), os ~K �
ij se tornam

~K �
ij = ~� �

i ~� �
j

= ( ib�
i ci )

�
ib�

j cj
�

= � i
�
ib�

i b�
j

�
ci cj

= � i ûij ci cj ;

que �e quadr�atico em f�ermions cj . Chamaremos estes de f�ermions dinâmicos. O Hamilto-

niano �ca ent~ao

Hu = i
X

hi;j i

J� ij ûij ci cj ; (3.11)

em que agora temos uma soma simples sobre primeiros vizinhoshi; j i e o sub-��ndice de

J� ij indica que teremos o acoplamentoJ� correspondente ao link� que conecta o par de

s��tios ( i; j ). Os operadores ^uij comutam todos entre si e têm autovaloresuij = � 1. Al�em

disso, estes s~ao operadores antissim�etricos:uij = � uji . Os observ�aveis
�
H; � �

j ; Wp
�

s~ao

todos invariantes pela transforma�c~ao
�
cj ; b�

j

�
7!

�
� cj ; � b�

j

�
, pois todos envolvem produtos

de quantidades pares dos f�ermions de Majorana. Perceba que �e exatamente o operador

D j que �e capaz de realizar essa transforma�c~ao, por isto dizemos que este realiza uma

transforma�c~ao de calibreZ2. Entretanto, os uij invertem de sinal com a atua�c~ao desta

mudan�ca de calibre: os trêsuij ligados ao s��tio em que o operadorD j atua invertem de

sinal. Osûij podem ser entendidos como campos de calibreZ2. Se escrevermos
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Wp =
Y

hi;j i2 p

ûij ; (3.12)

com a conven�c~ao de que o s��tioi pertence sempre �a subredeA ej �a subredeB, �ca evidente

que diferentes escolhas dos ^uij em toda a rede podem gerar uma mesma con�gura�c~ao

de 
uxos. Assim, podemos �xar uma con�gura�c~ao espec���ca dos campos de gauge ^uij

simplesmente trocando estes em (3:11) por seus autovaloresuij . Chegamos ent~ao a um

modelo efetivo que descreve f�ermions de Majorana livres em um plano de fundo de 
uxos

Z2 est�aticos. Os autoestados do Hamiltoniano do modelo de Kitaev podem ser escritos

na forma j	 K i = jM (G)i 
 jGi , em quejGi �e uma con�gura�c~ao espec���ca dos ûij pela

rede ejM (G)i �e um estado no espa�co de Fock para os 2N f�ermions complexos, cada um

formado por uma combina�c~ao de dois Majoranas [35]. Para gerar o estado fundamental,

podemos simplesmente tomarjG0i , que corresponde a padronizaruij = 1 8 hi; j i . Isso nos

d�a

H0 = i
X

hi;j i

J� ij ci cj ; (3.13)

que agora tem simetria de transla�c~ao.

3.2 Dispers~ao de Majoranas

Podemos diagonalizarH0 usando a transformada de Fourier dos f�ermions de Majo-

rana. Isto funciona sempre em que h�a simetria de transla�c~ao no sistema, sendo aplic�avel

�a nossa rede honeycomb no toro. Vamos trocar os ��ndices de s��tio no Hamiltoniano por

��ndices de posi�c~ao da c�elula unit�aria e de subrede (R � ; S). A transformada de Fourier de

um operador de f�ermion de Majorana no s��tio de c�elula unit�aria � e na subredeS 2 [A; B ]

�e

cR � S =
1

p
Nc

X

k

ei �k �R � ck S: (3.14)

Para cada s��tio da subredeA, temos três primeiros vizinhos na subredeB, sendo um

deles na mesma c�elula unit�aria e outros dois em c�elulas vizinhas, que podemos alcan�car

com transla�c~oes por vetores da redea1;2. A posi�c~ao dessas c�elulas unit�arias vizinhas, em

rela�c~ao a uma de posi�c~aoR � , �e ent~ao R � � a� , com � 2 [0; 1; 2]; sendoa0 = (0 ; 0). O



24

Hamiltoniano �ca, com essas nota�c~oes,

H0 =
i

Nc

X

�;�

J� � cR � A c(R � � a� )B

=
i

Nc

X

�;�

X

k ;k 0

J� � ei (k + k 0)�R � e� i k 0�a� ck A ck 0B

Vamos de�nir o fator 
 (k) = i
P

� J� � e� i k �a� , que depende apenas das posi�c~oes relativas

a� entre c�elulas unit�arias. O sub��ndice em J� � j�a indica a posi�c~ao relativa de ��ndice �

entre o respectivo par de s��tios. O fato doscj serem reais implica que

cy
k = c� k : (3.15)

Perceba tamb�em que 1
N c

P
� ei (k + k 0)�R � = � � k 0;k , que �e coerente com (3:15). Ficamos ent~ao

com

H0 =
X

k


 (k) ck A c� k B ;

entretanto, �e mais intuitivo enxergar as intera�c~oes queH descreve usando uma repre-

senta�c~ao de uma matriz 2� 2 com os ��ndices sendo as subredes do sistema. vamos de�nir

ent~ao

	 k =

0

@
ck A

ck B

1

A ; (3.16)

e teremos

H0 =
1
2

X

k

	 y
k h (k) 	 k ; h (k) =

0

@
0 � 
 � (k)

� 
 (k) 0

1

A : (3.17)

O espectro deH0 s~ao ent~ao os autovalores deh (k):

E � (k) = � j 
 (k)j : (3.18)

As somas emk s~ao feitas sobre todos os modos dentro da zona de Brillouin, que

podemos parametrizar por

k =
k1

2�
b1 +

k2

2�
b2; k1; k2 2 [0; 2� ] : (3.19)

Como a rede honeycomb �e uma rede de Bravais triangular, sua rec��proca �e exatamente a
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da �gura 2:1, com vetoresb1 = 2�p
3

� p
3; 1

�
e b2 = 2�p

3

�
�

p
3; 1

�
. Matematicamente pode

ser �util usar a parametriza�c~ao (3:19), que corresponde �a zona de Brillouin com forma de

paralelogramo. �E mais interessante usar aBZ hexagonal quando quisermos visualizar,

por exemplo as dispers~oes e suas simetrias. Sendo assim, �e �util saber quekx = k1 + k2 e

ky = k1 � k2p
3

A rela�c~ao (3:15) imp~oe um v��nculo entre pontos opostos na zona de Brillouin,

tal que apenas metade da zona j�a comporta a quantidade total de modos necess�aria para

obter todo o espectro. Isto �e consequência de que cada par de f�ermions de Majorana

descreve um modo de f�ermion complexo, mas �sicamente a quantidade total de modos

fermiônicos deve ser a mesma. Uma possibilidade seria fazer as somas emk sobre metade

da zona de Brillouin, entretanto, vamos preferir somar sobre a zona inteira e perceber que

E+ (k) = � E � (� k) ; (3.20)

ou seja, basta olharmos para uma metade do espectro, por exemplo, paraE+ (k). Temos

ent~ao uma dispers~ao que �e fun�c~ao cont��nua dek, de�nida em k 2 BZ e que depende dos

parâmetrosJx ; Jy e Jz. O objeto importante aqui �e


 (k) = 2 i
�
Jxeik 1 + Jyeik 2 + Jz

�
: (3.21)

Estaremos na fase semgap se existe pelo menos um valor dek tal que 
 (k) = 0, que

pode ser satisfeita se os parâmetros satisfazem as desigualdades

jJaj � j Jbj + jJcj; a; b; c2 [x; y; z] : (3.22)

O caso isotr�opico, Jx = Jy = Jz = J , est�a nesse regime semgap. Este caso pode ser

familiar ao leitor: �e simplesmente um modelo de tight-binding na rede honeycomb, que �e

usado como modelo para o grafeno [36]. Os pontos em queE � (k) = 0 s~ao, nesse caso,

os pontosK e K 0 da zona de Brillouin. A dispers~ao de Majoranas no caso isotr�opico �e

mostrada na �gura 3:4. Em baixas energias, �e poss��vel mostrar que a dispers~ao �e linear em

jkj, ou seja, as bandas superior e inferior (E � ) formam cones que se tocam emE = EF = 0.

Estes s~ao chamados cones de Dirac, pois se assemelham �a rela�c~ao de dispers~ao de uma

part��cula relativ��stica sem massa, E = pc que �e linear no momento.

A energia do estado fundamental por c�elula unit�aria pode ser calculada exatamente
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Figura 3.4: Dispers~ao de Majoranas para o caso isotr�opico no modelo de Kitaev. As
bandas se tocam nos v�ertices da zona de Brillouin.

no limite termodinânico, j�a que h�a simetria de transla�c~ao. Ela �e

E (a)
0

N
= �

1

(2� )2

Z 2�

0
dk1

Z 2�

0
dk2 j
 (k)j : (3.23)

No caso isotr�opico, encontramosE (a)
0 =N � � 1:5746J . Neste trabalho vamos sempre tra-

balhar com a quantidade de algarismos signi�cativos que nos dê resultados em at�e quatro

casas decimais. Na pr�atica, todos os c�alculos ser~ao feitos com 5 algarismos signi�cativos,

mas para n~ao sobrecarregar a nota�c~ao, omitiremos os zeros �a direita sempre que parecerem

redundantes.

3.3 Visons

Al�em das poss��veis excita�c~oes fermiônicas, temos tamb�em as poss��veis excita�c~oes

associadas a sair dejG0i para uma outra con�gura�c~ao de 
uxos. Dizemos que quando um

operador de plaqueta temwp = � 1, esta carrega umvison ou v�ortice de Z2. Por causa

do v��nculo (3:5), visons s�o podem ser criados em pares. Podemos criar um par de v�ortices

adjacentes trocando o sinal de um �unicouij na rede, como exempli�cado na �gura 3:5.

Para isto, h�a um custo energ�etico �nito � v. Para o modelo de Kitaev, vamos sempre

calcular ogap de visons entre plaquetas que compartilham um link-z.
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Figura 3.5: Recorte da rede honeycomb com um par de v�ortices adjacentes. O link-z em
vermelho �e o �unico uij = � 1 em toda a rede.

3.3.1 Diagonaliza�c~ao no espa�co real

No caso de uma escolha qualquer dejGi, n~ao necessariamente teremos simetria

de transla�c~ao. Isto nos obriga a trabalhar comHu no espa�co real, usando uma rede de

tamanho �nito. Este desenvolvimento �e importante, por exemplo para calcular ogap � v

para criar v�ortices. At�e a publica�c~ao de [16] esta era a forma mais e�ciente para calcular

� v. O procedimento consiste em escrever uma matriz que computa todas as intera�c~oes

entre os f�ermions de Majorana, depois fazer uma transforma�c~ao para f�ermions complexos

e escrever um Hamiltoniano em forma canônica em termos de operadores que de fato

atuam nos estadosjM (G)i . Vamos mudar a nota�c~ao dos ��ndices de s��tio nos f�ermions

de Majorana: ci 7! c� (m1; m2) ; tal que o s��tio i �e o s��tio de posi�c~ao m1a1 + m2a2.

Especi�caremos osuij de forma semelhante:uij 7! u� (m1; m2) ; com i sempre na subrede

A. O tamanho �nito da rede �e parametrizado pelos n�umeros de c�elulas unit�ariasL1;2, nas

dire�c~oes dea1;2. As condi�c~oes peri�odicas de contorno nos dizem que

c� (m1 + L1; m2) = c� (m1;m2) ; c� (m1; m2 + L2) = c� (m1;m2) :

Com essa nota�c~ao, o Hamiltoniano �ca

H = i
X

m1 ;m 2

cA (m1; m2) [Jxux (m1; m2) cB (m1 + 1; m2) + Jyuy (m1; m2) cB (m1; m2 + 1) +

+ Jzuz (m1; m2) cB (m1; m2) : (3.24)
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O vetor contendo todos os 2N f�ermions de Majorana �e

C =

0

@
cA

cB

1

A ; c� =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

c� (1; 1)

c� (2; 1)
...

c� (L1; 1)

c� (1; 2)
...

c� (L1; L2)

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

(3.25)

e de�niremos osN f�ermions complexos como

f (m1; m2) =
1
2

[cA (m1; m2) � icB (m1; m2)] : (3.26)

Essa de�ni�c~ao nos d�a uma matriz de transforma�c~ao de f�ermions reais para complexos:

T =

0

@
IN IN

i IN � i IN

1

A ; (3.27)

tal que

C = T

0

@
f

f y

1

A (3.28)

com f sendo um vetor com os f�ermions complexos em cada c�elula unit�aria. O Hamiltoni-

ano �ca, dessa forma, escrito como

H =
�

f y f
�

Ty

0

@
HAA HAB

HBA HBB

1

A T

0

@
f

f y

1

A ; (3.29)

com as matrizesH �� 0 contendo as intera�c~oes entre s��tios das subredes� e � 0, sendo obtidas

de (3.24). Finalmente, podemos aplicar uma transforma�c~ao unit�aria que diagonalizaH;

nos levando a uma forma canônica:

0

@
a

ay

1

A = U

0

@
f

f y

1

A (3.30)
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e teremos

H =
X

�

" �

�
2ay

� a� � 1
�

: (3.31)

Os " � s~ao todos os autovalores positivos deH . A energia do estado fundamental para o

jGi em quest~ao �e

E (G)
0 = �

NX

� =1

" � : (3.32)

Isto pode nos dar a energia do estado fundamental do modelo de Kitaev1, E (0)
0 , se o

Hamiltoniano inicial tiver u� (m1; m2) = 1 8 m1;m2. A �gura 3 :6a mostra um teste para

este m�etodo, com valores da energia do estado fundamental por c�elula unit�aria no caso

isotr�opico. O valor obtido extrapolando a curva foi deE (n)
0 =N = � 1:5745J . Compare com

o obtido por (3:23). Esta extrapola�c~ao foi feita tomando um ajuste polinomial emL � 1

at�e segunda ordem e �cando com o valor de ordem 0, entendendo que no limiteL ! 1

os termos que acompanham as demais potencias deL � 1 se anular~ao. A partir daqui, esta

sempre ser�a a forma que tomaremos extrapola�c~oes paraL ! 1 .

3.3.2 Resultados num�ericos

Para calcular � v basta ent~ao calcular (3:32), tendo especi�cado em (3:24), por

exemplo,uz (0; 0) = � 1, e subtrair deE (0)
0 :

� (n)
v = E (2)

0 � E (0)
0 : (3.33)

Em [37] h�a uma discuss~ao detalhada sobre um v��nculo de paridade do n�umero de

f�ermions ay
� a� que estados f��sicos devem satisfazer. Criar um par de v�ortices altera essa

paridade, por isso, a rigor, pode ser necess�ario incluir mais um modo fermiônico na energia

do estado fundamental:

~E (G)
0 = 2" (G)

1 �
NX

� =1

" � : (3.34)

1O ��ndice superior (0) ser�a usado para ��ndicar se h�a ou n~ao visons no setor de 
uxos em que (3:32) foi
efetuada.
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O gap dos visons para estados f��sicos e n~ao f��sicos s~ao, respectivamente

8
><

>:

� (p)
v = E (2)

0 �
�

E (0)
0 + 2" (0)

0

�
;

� (u)
v =

�
E (2)

0 + 2" (2)
0

�
� E (0)

0 :
(3.35)

A �gura 3 :6b nos mostra � (n)
v , � (p)

v e � (u)
v para f Jx = 1; 0;Jy = 1; 0;Jz = 1; 0g, calculados

em redes com v�arios valores deL (L = L1 = L2). Quando L mod 3 = 0, temos um

comportamento diferente dos demais valores de �(n)
v . Isto ocorre pois os modos com

coordenadas exatamente emK e K 0 s~ao permitidos, e estes têm exatamente energia 0.

Por este motivo, tamb�em " (2)
0 = " (0)

0 e � (p)
v = � (u)

v . Como o que nos interessa �e obter um

valor para � v no limite termodinâmico, observando que, �a medida queL cresce, todas

as curvas parecem convergir para um mesmo valor �v � 0; 26, vamos daqui para frente

trabalhar apenas com os �(n)
v . Extrapolando para L ! 1 as curvas vermelha e azul da

�gura 3 :7, que correspondem a �(n)
v para L m�ultiplo e n~ao m�ultiplo de 3 respectivamente,

chegamos a �v = 0; 2638 para a vermelha e �v = 0; 2634 para a azul. Tomaremos nosso

resultado num�erico para ogapde visons como a m�edia desses dois valores: �(n)
v = 0; 2636.

Se escolhermos um regime de parâmetros anisotr�opico, por exemplof 1; 8; 1; 3; 1; 0g,

o efeito paragapscalculados em redes comL mod 3 = 0 n~ao est�a mais presente. Isto �e

esperado, pois a ausência de simetriaC6 faz com que os cones de Dirac na dispers~ao de

Majoranas se desloquem deK e K 0. Veja a �gura 3:8. O regimef 1; 8; 1; 3; 1; 0g ainda

tem dispers~ao semgap, pois respeita a (3:22), mas com cones de Dirac assim�etricos por

rota�c~oes no plano (kx ; ky). A �gura 3 :7 mostra � (n)
v para este regime. Perceba que n~ao

temos mais curvas suaves de maneira que fosse razo�avel fazer a mesma extrapola�c~ao que

no caso isotr�opico, entretanto os pontos parecem convergir para um determinado valor.

Vamos usar um outro crit�erio para de�nir � (n)
v neste caso: pegaremos uma m�edia dos

gapspara L = 78; 79; 80, obtendo � (n)
v = 0:1860.

Os regimes comgap na dispers~ao de Majoranas do modelo de Kitaev s~ao particu-

larmente pouco interessantes quando estamos falando de visons. O fato do espectro j�a ter

gap, de modo geral, implica que os �(n)
v convergem muito rapidamente, como na �gura

3:9. No modelo de Kitaev, uma dispers~ao de Majoranas comgap pode ser obtida com

uma escolha de acoplamentos que n~ao respeite (3:22) ou inserindo o termo de intera�c~ao

efetiva para um campo magn�etico fraco, com acoplamento� > 0 [38].
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(a) (b)

Figura 3.6: (a): Energia do estado fundamental por s��tio em fun�c~ao do inverso deL. Os
pontos vermelhos s~ao valores paraL mod 3 = 0 e a curva tracejada �e uma extrapola�c~ao.
(b): � (n)

v , � (p)
v e � (u)

v em fun�c~ao do tamanho do sistema.

(a) f 1; 0; 1; 0; 1:0g (b) f 1; 8; 1; 3; 1:0g

Figura 3.7: Gap para criar um par de v�ortices adjacentes em fun�c~ao do tamanho do
sistema nos regimes de parâmetros isotr�opico e anisotr�opico.

3.4 Calculando gap dos visons analiticamente

Nesta se�c~ao vamos nos basear no desenvolvimento feito no cap��tulo 2 e em [16] para

calcular ogap de energia para criar um par de visons adjacentes no modelo de Kitaev. A

ideia �e tratar o problema de criar v�ortices, quebrando a simetria de transla�c~ao da rede,

como um problema de espalhamento por um potencial de curto alcance, que j�a sabemos

resolver. O potencial espalhador �e um dos termos da soma em (3:11), que trocar�a o sinal

de uij para criar os visons. Vamos escolher, assim como no caso num�erico, trocar o sinal

de um uz, que pode ser uma c�elula unit�aria como na �gura 3:5, que tomaremos como

a de ��ndice 0. Sendo (3:13) o Hamiltoniano no espa�co real sem a presen�ca de v�ortices,
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Figura 3.8: Plot de contorno das dispers~oes para os casos isotr�opico e anisotr�opico. Neste
�ultimo, o deslocamento dos cones de Dirac �e mostrado.

Figura 3.9: Gap de visons em fun�c~ao do tamanho da rede para um regime com gap no
modelo de Kitaev: f Jx = 2; 1;Jy = 1; 0;Jz = 1; 0g

podemos escrever

H0 = i

2

4
X

hi;j i6=(0 A; 0B )

J� ci cj

3

5 + iJ zc0A c0B : (3.36)

Desta forma, quando criamos os v�ortices, o �ultimo termo troca de sinal. Nosso potencial

local V̂ �e

V̂ = � 2iJ zc0A c0B (3.37)

e o Hamiltoniano com o qual trabalharemos �e

H2v = H0 + V̂ : (3.38)

J�a conhecemosH0 no espa�co de momentos, da equa�c~ao (3:17). A transformada de
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Fourier de V̂ �e

V̂ = �
2iJ z

Nc

X

k ;k 0

ck A ck 0B

=
1

2Nc

X

k ;k 0

(ck A ; ck 0B )

0

@
0 � 2iJ z

2iJ z 0

1

A

0

@
ck A

ck 0B

1

A

=
1
2

cT
0 (2Jz� y) c0; (3.39)

onde

c0 =

0

@
c0A

c0B

1

A =
1

p
Nc

X

k

	 k : (3.40)

Temos ent~ao

H2v =
1
2

X

k

	 y
k h (k) 	 k +

1
2

cT
0 (2Jz� y) c0: (3.41)

Veja que emV̂ h�a uma matriz que n~ao tem dependência em momentos, o que nos

permite ter que calcular apenas a fun�c~ao de Green livre local, em termos de (3:17):

g(E) =
1
N

X

k

1
E � h (k)

: (3.42)

O gap para criar o par de v�ortices adjacentes no modelo de Kitaev, dado pelo teorema de

Fumi, �e

� v =
1
�

Z Emax

0
� v (E) dE; (3.43)

com

� v (E) = Im f ln [det (I � 2Jz� yg(E + i� ))]g ; (3.44)

an�alogo a (2:41). Emax neste caso �e a largura de banda, determinada pelo regime de

acoplamentos do Hamiltoniano.�E importante se atentar ao fato de queg0 �e uma matriz

2 � 2, assim comoV̂ . As somas em momento emg(E) podem ser transformadas em

integrais. Assim, os elementos de matriz que devemos calcular s~ao

g�� 0 (z) =
1

(2� )2

Z 2�

0
dk1

Z 2�

0
dk2

�
1

z � h (k)

�

�� 0

: (3.45)

Estas integrais, na pr�atica, ser~ao calculadas numericamente. No apêndice A de [16] �e
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feita uma simpli�ca�c~ao em que podemos reduzir os 4 elementos de matriz ao c�alculo de

uma integral de uma vari�avel, reduzindo bastante os custos computacionais para avaliar

as (3:45). Esta simpli�ca�c~ao �e consequência das propriedades das matrizes de Pauli, das

quais o Hamiltoniano do modelo de Kitaev pode ser escrito como uma combina�c~ao linear.

Para ter uma ferramenta mais facilmente generaliz�avel para outros modelos, vamos seguir

com a forma em termos dos elementos de matriz separados (3:45).

3.4.1 Resultados anal��ticos

Calculamos, usando o m�etodo descrito na se�c~ao anterior, osgapsde energia para

criar v�ortices adjacentes no modelo de Kitaev para dois conjuntos de parâmetros: o

isotr�opico e f Jx = 1; 8;Jy = 1; 3;Jz = 1; 0g. Para cada um destes casos, calculamos nume-

ricamente as integrais sobrek1; k2 de cada elemento de matriz (3:45) das fun�c~oes de Green

locais, usando o m�etodo de integra�c~ao de Gauss-Kronrod, para 0� z � Emax = Jx+ Jy+ Jz

com itera�c~oes de passo 0; 01 e interpolamos os dados usando o m�etodo de spline c�ubica,

para obter fun�c~oes cont��nuas da vari�avelz. O parâmetro de convergência usado nas inte-

gra�c~oes foi� = 10� 3. Estas fun�c~oes est~ao na �gura 3:10 para o caso isotr�opico e 3:11 para

o anisotr�opico. Perceba que nos elementos diagonais, a parte imagin�aria se anula quando

jzj > E max , o que �e de se esperar de uma fun�c~ao de densidade de estados. Osphase

shifts obtidos nos dois regimes de parâmetros est~ao na �gura 3:12. O gap dos visons �e

obtido da integral em (3:43) dophase shift, que nos dois casos calculamos numericamente

tamb�em com o m�etodo de Gauss-Kronrod. Os valores obtidos, desta forma, para osgaps

� (a)
v do par de visons adjacentes nos dois casos est~ao na tabela 3:1. Al�em destes resulta-

dos, a tabela tamb�em mostra, para os dois mesmos regimes, osgaps � (n)
v mostrados na

subse�c~ao 3:3:1 e tamb�em as energias do estados fundamentais por c�elula unit�aria obtidas

da equa�c~ao (3:23) (anal��ticos) e da (3:32) (num�ericos).

Todos os valores obtidos nos nossos m�etodos anal��ticos concordam com os num�ericos

at�e pelo menos a segunda casa decimal. As energias do estado fundamental por s��tio

anal��ticas no modelo de Kitaev j�a eram resultados conhecidos e f�aceis de obter, para

quaisquer valores dos acoplamentos. Os valores deE (n)
0 =N nos mostram que calcular os

E (G)
0 em redes de tamanho �nito e tomar extrapola�c~oes para o limite termodinâmico �e um

m�etodo bastante con��avel. Assim, �e razo�avel supor que os � (n)
v que calculamos seriam

con��aveis o su�ciente para compararmos com o do m�etodo anal��tico.
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De fato, o m�etodo da se�c~ao 3:4 se mostrou bastante e�ciente para calcular ogap

de um par de visons. O fato de que basta conhecer o Hamiltoniano do modelo e a

forma do potencialV̂ faz com que esse m�etodo seja facilmente generaliz�avel para outros

modelos exatamente sol�uveis pelo truque de escrever o Hamiltoniano de forma quadr�atica

em f�ermions. Um tipo de dispers~ao semgapdiferente da que vimos neste cap��tulo poderia

ser a presen�ca de uma superf��cie de Fermi de Majoranas. Se houver um modelo de spins

numa rede, exatamente sol�uvel pelos mesmos truques do modelo de Kitaev: 
uxosZ2

est�aticos e mapeamento de operadores de spin em f�ermions de Majorana, podemos tentar

generalizar os m�etodos deste cap��tulo para estudar, por exemplo como ogap de visons

se relaciona com as propriedades de uma superf��cie de Fermi. Responder este e outros

questionamentos ser�a o objetivo do seguinte cap��tulo.

f Jx ; Jy; Jzg E (n)
0 =N E (a)

0 =N � (n)
v � (a)

v

f 1; 0; 1; 0; 1; 0g � 1; 5745 � 1; 5746 0; 2636 0; 2623
f 1; 8;:1; 3; 1; 0g � 2; 2226 � 2; 2226 0; 1860 0; 1856

Tabela 3.1: Energias do estado fundamental por s��tio e valores do gap de visons no modelo
de Kitaev, calculados pelas diferentes t�ecnicas num�ericas (��ndice "n") e anal��ticas (��ndice
"a").

Figura 3.10: Elementos de matriz deg(z) para f Jx = 1; 0;Jy = 1; 0;Jz = 1; 0g
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Figura 3.11: Elementos de matriz deg(z) para f Jx = 1; 8;Jy = 1; 3;Jz = 1; 0g.

(a) f 1; 0; 1; 0; 1; 0g (b) f 1; 8; 1; 3; 1; 0g

Figura 3.12: Phase shiftsobtidos nos casos isotr�opico e anisotr�opico.



37

Cap��tulo 4

L��quido de Spin de Kitaev com

Superf��cie de Fermi

O modelo de Kitaev abriu portas para a procura de outros modelos de spin que

pudessem ser exatamente sol�uveis pelos mesmos truques: operadores de plaqueta est�aticos

e mapeamento das matrizes de spin de para f�ermions de Majorana. Em redes com n�umero

de coordena�c~ao maior que 3, para haver uma quantidade de graus de liberdade que seja

compat��vel com a quantidade de Majoranas ideal para a solu�c~ao anal��tica, o comum �e

escrever um modelo de spins mais alto. Neste cap��tulo vamos trabalhar com o modelo de

Chua-Yao-Fiette (CYF), proposto em [18], que foi motivado pelo interesse em encontrar

uma fase de l��quido de spin com superf��cie de Fermi de spinons na Herbertsmithita [39].

O modelo CYF tem fases de l��quido de spin em que a dispers~ao de Majoranas pode ser

com ou semgap, podendo neste caso ter uma superf��cie de Fermi. Seguiremos a mesma

estrutura do cap��tulo anterior, discutindo as propriedades do modelo e posteriormente

generalizando as t�ecnicas para calcular a energia para criar visons. Mostraremos como o

gap de visons pode variar em fun�c~ao do tamanho da superf��cie de Fermi neste modelo.

4.1 O modelo Chua-Yao-Fiette (CYF)

No modelo CYF, temos spins32 que moram nos v�ertices de uma rede kagome (�gura

4:1), tal que as intera�c~oes s~ao determinadas pelo tipo de plaqueta triangular na qual est~ao

os pares de spins, ou seja, � our . Tratando-se de spin3
2 , �e conveniente usarmos uma

representa�c~ao dos operadores de spinSx , Sy e Sz atrav�es das matrizes �i : matrizes 4� 4
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Figura 4.1: A rede kagome.

que respeitam �algebra de Cli�ord f � i ; � j g = 2� ij e portanto, semelhante �as matrizes de

Pauli, têm autovalores� 1. Elas s~ao

8
>>>>><

>>>>>:

� 1 = 1p
3

f Sy; Szg � 2 = 1p
3

f Sz; Sxg

� 3 = 1p
3

f Sx ; Syg � 4 = 1p
3

�
(Sx )2 � (Sy)2�

� 5 = ( Sz)2 � 5
4 � ab = 1

2i

�
� a; � b

�
:

(4.1)

O Hamiltoniano do modelo CYF �e

H = J�

X

hi;j i2 �

� 1
i � 2

j + Jr

X

hi;j i2r

� 3
i � 4

j + J 0
�

X

hi;j i2 �

� 15
i � 25

j + J 0
r

X

hi;j i2r

� 35
i � 45

j + J5

X

i

� 5
i : (4.2)

Temos os cinco parâmetros:f J� ; Jr ; J 0
� ; J 0

r ; J5g, que possibilitam que o modelo tenha

um espectro bastante rico. Perceba queH tem simetria de rota�c~ao de 180� do eixo z e

simetria de revers~ao temporal (que veremos em breve que ser�a quebrada espontaneamente

no estado fundamental), al�em da simetria de rota�c~ao por�3 (simetria C3) da pr�opria rede.

Se ainda tivermosJ� = J 0
� e Jr = J 0

r , o Hamiltoniano passa a ter simetriaC6. Aqui,

semelhante ao modelo de Kitaev de spins na rede honeycomb, tamb�em podemos de�nir

operadoresWp associados �as plaquetas tal que

[Wp; H ] = 0; 8p: (4.3)

Entretanto, na rede kagome temos três tipos de plaquetas e seus operadores s~ao

W� = � 12
i � 12

j � 12
k ; (4.4)
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Wr = � 34
i � 34

j � 34
k ; (4.5)

W7 = � 23
i � 14

j � 23
k � 14

l � 23
m � 14

n : (4.6)

Vamos ent~ao introduzir uma representa�c~ao das matrizes �i em termos de f�ermions

de Majorana. No total, teremos seis f�ermions:f � 1
i ; � 2

i ; � 3
i ; � 4

i ; ci ; di g, o que dobra o tamanho

do espa�co de Hilbert, portanto devemos restringir estados pertencentes ao espa�co f��sico

pelo v��nculo

D i j	 f �{sico i = j	 f �{sico i ; 8 i; (4.7)

com D i = � i� 1
i � 2

i � 3
i � 4

i ci di . As matrizes � i escritas em termos dos Majoranas �cam

� a
i = i� a

i ci ; (4.8)

� a5
i = i� a

i di ; (4.9)

� 5
i = ici di ; (4.10)

com a = 1; 2; 3; 4 e o Hamiltoniano portanto se torna quadr�atico nos Majorana dinâmicos

ci e di :

H u = i
X

hi;j i

�
Jij ûij ci cj + J 0

ij ûij di dj
�

+ iJ 5

X

i

ci di ; (4.11)

com Jij = Jr ; J� , J 0
ij = J 0

r ; J 0
� ; dependendo de onde moram os s��tiosi e j . Os ûij s~ao

operadores associados aos links na rede, de forma semelhante aos do modelo de Kitaev.

Eles têm autovalor� 1 e s~ao de�nidos como

ûij =

8
><

>:

i� 1
i � 2

j ; se hi; j i 2 �

i� 3
i � 4

j ; se hi; j i 2 r
(4.12)

e

[ûij ; H ] = 0: (4.13)

Assim, podemos trabalhar em uma �unica con�gura�c~ao de calibre trocando todos os ^uij

por seus autovaloresuij = � 1. Perceba queH u �e mais complicado queHu de (3:11)

pois tem um termo que acopla f�ermionsci e di . A consequência disso �e que matrizes que

trabalharemos mais adiante ser~ao bem maiores, tanto no espa�co real como de momentos.

Os autovalores dosWp neste modelo tamb�em s~aowp = � 1, mas s~ao de�nidos de
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uma forma que distingue entre os diferentes tipos de plaquetas da rede kagome. Vamos

especi�car as con�gura�c~oes de 
uxo em termos dos' p's, associados a cada plaquetap:

wp = ei' p =
Y

hi;j i2 p

iu ij : (4.14)

Perceba que, devido �a paridade da quantidade de links em cada tipo de plaqueta e ao

produto dosuij ser sempre� , teremos

' p =

8
><

>:

� �
2 ; p 2 f � ; rg ;

0; �; p = 7 :
(4.15)

Al�em disso, sob revers~ao temporal (que corresponde a trocar o sinal de todos osuij ),

os 
uxos das plaquetas triangulares mudam, mas os das hexagonais n~ao:' r ! � ' r e

' � ! � ' � , mas ' 7 ! ' 7 , quebrando a simetria de revers~ao temporal. Ou seja, um

estado caracterizado pela con�gura�c~ao de 
uxosf ' � ; ' r ; ' 7 g deve ter a mesma energia

que o seu conjugado por revers~ao temporalf� ' � ; � ' r ; ' 7 g. �E possivel veri�car que

existem apenas quatro con�gura�c~oes n~ao equivalentes por revers~ao temporal, s~ao elas:

8
><

>:

�
�
2 ; �

2 ; �
	

;
�

� �
2 ; �

2 ; �
	

;
�

�
2 ; �

2 ; 0
	

;
�

� �
2 ; �

2 ; 0
	

;
(4.16)

indicadas na �gura 4:2. Isto �e mais uma complica�c~ao em rela�c~ao ao modelo de Kitaev, em

que havia apenas uma con�gura�c~ao dosWp que corresponde ao estado fundamental. Como

a rede kagome n~ao �e uma rede bipartida (como a honeycomb, por exemplo), o teorema

de Lieb [34] n~ao �e v�alido aqui. Neste modelo, a con�gura�c~ao que corresponde ao estado

fundamental depender�a do valor relativo das constantesJ� ;r , como �e demonstrado na

�gura 4 :3. Podemos veri�car que, por exemplo, quandoJ5 = 0, a con�gura�c~ao favorecida

�e
�

�
2 ; �

2 ; 0
	

. Devemos nos atentar a estes detalhes quando criarmos visons no modelo

CYF, pois precisamos garantir que estamos em um regime das constantes de acoplamento

e de 
uxos que de fato dê o estado de menor energia.
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(a) (b) (c) (d)

Figura 4.2: As quatro con�gura�c~oes de 
uxo independentes na rede kagome.

Figura 4.3: Compara�c~ao entre as energias das quatro con�gura�c~oes de 
uxo. Usamos o
m�etodo num�erico da subse�c~ao 3:3:1, comL = 15. Aqui, J� ;r = J 0

� ;r = J .

4.1.1 Dispers~ao de Majoranas e superf��cie de Fermi

A rede kagome �e uma rede triangular com três s��tios na base. Uma poss��vel escolha

de c�elula unit�aria primitiva �e o triângulo �. Podemos escolher os vetores e1 e e2 como

na �gura 4:4, tal que a posi�c~ao de uma c�elula unit�aria qualquer �eR = me1 + ne2. Cada

v�ertice do triângulo pertence ent~ao a uma das três sub-redes que chamaremos deA, B

e C. O n�umero de coordena�c~ao da kagome �ezk = 4 pois cada s��tio de A, B ou C

sempre faz duas liga�c~oes dentro da mesma c�elula unit�aria e as outras duas com s��tios das

c�elulas vizinhas. Tomaremos a conven�c~ao de que osuij s~ao positivos quando saem de um

s��tio A ou entram em um s��tio C. A �gura 4 :5 mostra uma classi�ca�c~ao1 para osuij

quanto �as subredes dos s��tios que est~ao naquele link e se est~ao na mesma c�elula unit�aria

ou n~ao. Sendo assim, a con�gura�c~ao
�

�
2 ; �

2 ; �
	

pode ser reproduzida tomando todos os

uij = 1. J�a por exemplo a
�

�
2 ; �

2 ; 0
	

, difere apenas nosu6 = � 1. �E importante salientar

que essa conven�c~ao n~ao �e �util para as con�gura�c~oes de 
uxo em que� � = � � r , pois

1Essa classi�ca�c~ao pode ser redundante com a de�ni�c~ao posterior dosr i , mas �e bastante �util na pr�atica
para distinguir entre as diferentes con�gura�c~oes de 
uxo e para quando falarmos de v�ortices.
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para reproduz��-las �e necess�ario escolher uma c�elula unit�aria com pelo menos 6 s��tios2. �E

�util tamb�em de�nir os vetores r i (combina�c~oes lineares dosei ), que indicam três c�elulas

vizinhas a cada outra c�elula unit�aria da rede, sendor 2 = e1, r 3 = � e2 e r 1 = e2 � e1.

Ent~ao, por exemplo, cada s��tioB de uma c�elula na posi�c~aoR interage com um s��tio de

C dentro do mesmo � e tamb�em com um outro no � de posi�c~ao R + r 3.

Figura 4.4: As três subredesA, B , e C, os vetores primitivos da rede kagome,e1 e e2 e
suas combina�c~oes lineares,r 1, r 2 e r 3.

Figura 4.5: Os r�otulos das seis diferentes liga�c~oes na rede kagome.

Considerando que a rede tem condi�c~oes peri�odicas de contorno, nas quatro con�-

gura�c~oes de 
uxo o sistema tem simetria de transla�c~ao e podemos diagonalizar usando as

transformadas de Fourier dos f�ermionsci e di , que s~ao idênticas �a (3:14). Semelhante �a

(3:17), teremos aqui um~h (k) que �e uma matriz 6� 6, j�a que a rede tem três s��tios na base

e temos dois f�ermions de Majorana dinâmicos. Escolhendo, por exemplo, a con�gura�c~ao

de 
uxo
�

�
2 ; �

2 ; �
	

; explicitamente, temos

2Por este motivo vamos sempre preferir trabalhar com as con�gura�c~oes
�

�
2 ; �

2 ; �
	

e
�

�
2 ; �

2 ; 0
	

, princi-
palmente com a primeira.
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~h (k) �

0

@
H cc H cd

H y
cd H dd

1

A ; (4.17)

com

H cc = i

0

B
B
B
@

0 J� + Jr ei k �r 1 J� + Jr ei k �r 2

J� + Jr e� i k �r 1 0 J� + Jr ei k �r 3

J� + Jr e� i k �r 2 J� + Jr e� i k �r 3 0

1

C
C
C
A

; (4.18)

H cd = i

0

B
B
B
@

J5 0 0

0 J5 0

0 0 J5

1

C
C
C
A

; (4.19)

e H dd �e idêntica a H cc apenas trocando asJ� ;r por J 0
� ;r . A dispers~ao" (k) de Majoranas

nos d�a seis bandas, mas que s~ao vinculadas por"b (k) = � "7� b (� k) ; com b2 [1; 6].

Para certos grupos de parâmetros, podemos ter superf��cie de Fermi, por exemplo,

na con�gura�c~ao de 
uxo
�

�
2 ; �

2 ; �
	

. A �gura 4.6 mostra um caso bem geral, reproduzido

de [19], em que a dispers~ao permite uma superf��cie de Fermi. A banda de energia"3

ultrapassa o n��vel de Fermi em três regi~oes diferentes, formando "bols~oes"ao redor dos

pontos K (ou K 0) na zona de Brillouin, o que �e esperado pela simetriaC3 da rede. Caso

houvesse uma simetria maior, com osJ� ;r todos iguais, poder��amos ter bols~oes nos 6

v�ertices do hex�agono.

(a) (b)

Figura 4.6: Dispers~ao dos Majoranas obtida com as constantes de acoplamentoJ� = 1; 0;
Jr = 0; 3; J 0

� = 0; 8; J 0
r = 0; 5; J5 = 1; 4. A con�gura�c~ao de 
uxo usada foi

�
�
2 ; �

2 ; �
	

.
(a): Corte das bandas de energia paraky = 0. (b): Superf��cie de Fermi.
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4.2 Visons no modelo CYF

Para pensar em visons nesse modelo, primeiro temos que lembrar que na rede

kagome h�a três tipos diferentes de plaquetas. Vamos a princ��pio olhar para a cria�c~ao

de visons entre (7 ; �) adjacentes: isso pode ser obtido trocando o sinal de um �unicou5

qualquer da rede, como na �gura 4:7. Vamos trabalhar na con�gura�c~ao
�

�
2 ; �

2 ; �
	

, j�a que

o nosso principal objetivo �e encontrar alguma rela�c~ao entre ogap dos visons e o tamanho

da superf��cie de Fermi.

Figura 4.7: Cria�c~ao de um par de v�ortices entre (7 ; �) na con�gura�c~ao
�

�
2 ; �

2 ; �
	

. O link
vermelho troca de sinal, alterando o 
uxo nas duas plaquetas destacadas em cinza.

4.3 Discuss~ao de Resultados

Aqui faremos uma discuss~ao dos resultados obtidos ao tentar responder algumas

perguntas sobre visons neste modelo. Para isto, vamos usar as mesmas t�ecnicas usadas

para encontrar ogapde visons no modelo de Kitaev: diagonaliza�c~ao num�erica do Hamilto-

niano no espa�co real e c�alculo anal��tico dogapusando fun�c~oes de Green. As duas t�ecnicas

s~ao facilmente generaliz�aveis para o modelo CYF, com apenas o cuidado de tratar-se de

uma rede mais complexa, com mais subredes e três tipos de plaquetas, e que teremos um

Hamiltoniano no espa�co dos momentos que corresponde a uma matriz 6� 6, bem maior

que no caso do modelo de Kitaev.

O leitor pode pensar que, semelhante ao modelo anterior, o grupo de parâmetros

mais razo�avel para come�car a trabalhar seria o caso isotr�opico, talvez apenas comJ5 = 0.

Isto de fato simpli�ca o problema pois ter��amos que trabalhar com duas matrizes 3� 3,

H cc e H dd, ao inv�es de uma 6� 6. Entretanto, a dispers~ao neste caso nos d�a uma banda

chata na energia igual a zero. Isso n~ao s�o �e pouco interessante para entendermos a rela�c~ao

entre visons e a superf��cie de Fermi, quanto �e p�essimo para o c�alculo dophase shift, pois
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as fun�c~oes de Green ter~ao singularidades emz = 0.

O grupo de parâmetros base que ser�a utilizado �eJr = J 0
r = 1; 0 e J� = J 0

� =

0; 5, com J5 vari�avel. As superf��cies de Fermi correspondentes a estes regimes est~ao no

apêndice A. Veja que neste caso, mudar apenasJ5 �e su�ciente para modular o tamanho

da superf��cie de Fermi. Essa faixa de valores paraJ5 foi escolhida pois, primeiro, o

estado fundamental est�a na con�gura�c~ao de 
uxos
�

�
2 ; �

2 ; �
	

. Al�em disso, temos um ponto

bastante interessante emJ5 � 0; 865, em que os bols~oes, al�em de estarem nos seis v�ertices

da zona de Brillouin, s~ao t~ao pequenos que podemos comparar com a dispers~ao de cones

de Dirac do modelo Kitaev3. Isso �e excelente para nos dar um ponto de partida. VariarJ5

partindo deste ponto, tanto crescendo quanto decrescendo, faz com que as superf��cies de

Fermi aumentem para pequenos bols~oes circulares. Note que quando nos afastamos muito

do regimeJ5 = 0; 865 os bols~oes deixam de ser aproximadamente c��rculos. Nosso crit�erio

para de�nir o tamanho das superf��cies de Fermi �e de�nir os vetores de onda de FermikF

como metade da distância entre as bordas dos bols~oes no eixokx , tal que quando esses

s~ao aproximadamente circulares oskF coincidem com os raios dos c��rculos. A �gura 4:8

mostra as bandas"3 e "4 para o casoJ5 = 0; 865 e um outro com uma superf��cie de Fermi

maior, deJ5 = 0; 500. estas bandas sempre se tocam em momentosk de v�ertices da zona

de Brillouin, entretanto veja que paraJ5 = 0; 865 o toque das bandas �e sempre no n��vel

de Fermi, semelhante �a dispers~ao da �gura 3:4. J�a para J5 = 0; 500, este toque ocorre em

energias acima ou abaixo de" = EF = 0, provocando a existência de uma superf��cie de

Fermi maior.

A �gura 4 :9 mostra como okF varia em fun�c~ao deJ5. Note que h�a uma rela�c~ao

quase linear, comkF crescendo quando nos afastamos deJ5 = 0; 865. Ajustes lineares

feitos �a esquerda e �a direta deste valor mostram varia�c~oes dekF com J5 com coe�cientes

lineares parecidos. Se h�a um comportamento monotônico dogap de visons com okF , ele

deve se manifastar tanto �a esquerda, quanto �a direita deJ5 = 0; 865. Limitamo-nos ao

intervalo 0; 400� J5 � 1; 450 pois, para al�em deste, o estado fundamental n~ao est�a mais

na con�gura�c~ao de 
uxos
�

�
2 ; �

2 ; �
	

.

3Um valor mais preciso para o regime em que a dispers~ao se assemelha mais ainda com os cones de
Dirac e simetria C6 do modelo de Kitaev isotr�opico �e J5 = 0 ; 8660254.
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Figura 4.8: Bandas"3 e "4 na BZ para dois regimes de parâmetros. ComJ5 = 0; 865,
vemos uma dispers~ao semelhante a do regime isotr�opico do modelo de Kitaev, com as
bandas se tocando nos 6 v�ertices daBZ na energia de Fermi. ComJ5 = 0; 500, as bandas
se deslocam e cruzam a energia de Fermi em 3 regi~oes.

Figura 4.9: Tamanho da superf��cie de Fermi (quanti�cada pelokF ) em fun�c~ao deJ5. Os
ajustes lineares s~ao mostrados.

4.3.1 Resultados num�ericos

Fizemos diagonaliza�c~oes exatas dos Hamiltonianos no espa�co real com redes de

tamanho �nito, com L variando entre 10 e 70, sendoL2 o n�umero de c�elulas unit�arias

da rede kagome. Para o casoJ5 = 0; 865, observando a �gura 4:10a, constatamos um

comportamento bastante semelhante a 3:7a. O efeito de tamanho �nito para quandoL

�e m�ultiplo de 3 tamb�em comparece aqui, mas mesmo assim tamb�em observamos que as

duas curvas, para �(n)
v com L mod 3 = 0 (vermelha) e L mod 3 6= 0 (azul), devem

convergir para valores bem pr�oximos e parece razo�avel fazer extrapola�c~oes paraL ! 1 .

Considerando ent~ao osgaps calculados em redes a partir deL = 30 (assumindo que os

valores para em redes muito pequenas s~ao menos con��aveis) encontramos �v = 0; 1514

para a curva comL m�ultiplo de 3 e � v = 0; 1519 para os demais valores deL. Tomaremos
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ent~ao a m�edia entre esses dois como o valor num�erico �(n)
v �nal do gap para este caso.

Realizamos a mesma an�alise para outros cinco casos com superf��cies de Fermi mai-

ores, que est~ao mostrados em 4:10. Veri�camos que o comportamento diferente dogap

para quandoL �e m�ultiplo de 3 ainda est�a presente, mas observamos tamb�em aparentes os-

cila�c~oes do comportamento das curvas, que nos desmotivam a fazer a mesma extrapola�c~ao

que �zemos para o caso anterior. Estas oscila�c~oes devem ocorrer quando n��veis de energia

discretos cruzam o n��vel de Fermi. Em [40] h�a uma discuss~ao sobre oscila�c~oes desta mesma

natureza no efeito Casimir na rede: A energia de Casimir oscila com per��odo que depende

de um parâmetro de vetor de onda que caracter��stico da rela�c~ao de dispers~ao. No nosso

modelo, a mistura de efeitos de tamanho �nito di�cultam que a�rmemos o per��odo exato

das oscila�c~oes, mas estas parecem ser de menor comprimento quanto maior a superf��cie

de Fermi correspondente. A tabela 4:1 mostra valores deJ5 desses casos e seus respec-

tivos � F = 2�
kF

. De modo geral, para superf��cies de Fermi de tamanhos muito grandes,

os valores num�ericos de �v oscilam de forma bastante ca�otica. Se o comprimento dessas

oscila�c~oes �e de um valor pr�oximo a� F , ent~ao quanto maior a superf��cie de Fermi, menos

con��aveis os valores num�ericos ser~ao. Evidentemente, entendemos o casoJ5 = 0; 865

como tendo� F ! 1 , por isso n~ao observamos oscila�c~oes. Portanto qualquer crit�erio que

se escolha para de�nir, nesses três �ultimos casos, um valor num�erico �(n)
v , nunca vai ser

con��avel o su�ciente. Vamos simplesmente tomar uma m�edia dos �ultimos três valores: os

de L = 68; 69; 70. Estes est~ao na tabela 4:1

J5 kF � F � (n)
v

0; 500 0; 780 08; 06 0; 0509
0; 600 0; 554 11; 34 0; 1091
0; 700 0; 340 18; 48 0; 1396
0; 750 0; 236 26; 62 0; 1478
0; 800 0; 133 47; 24 0; 1509
0; 865 0; 002 3141 0; 1517

Tabela 4.1: Valores do gap do par de visons no modelo CYF obtidos tomando a m�edia
dos dados para redes com tamanhosL = 68; 69; 70 e, paraJ5 = 0; 865, fazendo uma
extrapola�c~ao comL ! 1 . Tamb�em mostramos os parâmetros associados ao tamanho da
superf��cie de Fermi ( kF e � F ) para cada regime.

Veja que em algumas das �guras 4:10, tanto a frequência como a amplitude com

que os � (n)
v variam em fun�c~ao deL nos deixam pouco entusiasmados com o m�etodo

num�erico. �E importante salientar tamb�em o custo computacional para diagonalizar as
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matrizes, cujo tamanho �e 6L2 � 6L2. Tudo isto nos motiva partir para o c�alculo anal��tico,

feito generalizando o desenvolvimento feito no cap��tulo anterior, que nos dar�a um valor

do gap de visons no limite termodinâmico, para depois voltar e comparar com os valores

num�ericos.

(a) J5 = 0 ; 865 (b) J5 = 0 ; 800

(c) J5 = 0 ; 750 (d) J5 = 0 ; 700

(e) J5 = 0 ; 600 (f) J5 = 0 ; 500

Figura 4.10: Gap para criar par de visons adjacentes em fun�c~ao do tamanho do sistema
para diferentes valores deJ5. Os pontos vermelhos s~ao os em queL �e m�ultiplo de 3, j�a os
azuis s~ao para os demais valores deL.
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4.3.2 Resultados anal��ticos

A conta anal��tica da se�c~ao 3:4 para ogap de visons adjacentes pode ser facilmente

generalizada para o modelo CYF. Usando as conven�c~oes de c�elula unit�aria e ��ndices de

subrede estabelecidas anteriormente para a rede kagome, se criarmos um par de visons

entre (7 ; �), estaremos trocando o sinal de um link que conecta o s��tio da subredeB com

um da C numa mesma c�elula unit�aria. Assim, a matriz do potencial de espalhamento

local deve ser

V =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 0 0 0 0 0

0 0 � 2iJ � 0 0 0

0 2iJ � 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 � 2iJ 0
�

0 0 0 0 2iJ 0
� 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

: (4.20)

Usando (4:17) Podemos escrever nossa fun�c~ao de Green livre local

~g�� 0 (z) =
1

(2� )2

Z 2�

0
dk1

Z 2�

0
dk2

�
1

z � ~h (k)

�

�� 0

; (4.21)

que agora tamb�em �e uma matriz 6� 6. Assim, semelhante a (3:43), nossogap de visons

anal��tico no modelo CYF pode ser encontrado calculando

� v =
1
�

Z Emax

0
� v (E) dE (4.22)

e

� v (E) = Im f ln [det (I � V ~g(E + i� ))]g : (4.23)

Para os mesmos regimes de parâmetros da se�c~ao anterior, calculamos os valores

anal��ticos do gap do par de visons entre (7 ; �) no modelo CYF. Semelhante ao que

�zemos para o modelo de Kitaev, aqui realizamos as integra�c~oes emk1 e k2 de (4:21)

usando o m�etodo num�erico de Gauss-Kronrod, comjzj � 4 e passo 0; 01. As fun�c~oes de

Green locais têm muitos elementos de matriz, mas os elementos diagonais, por exemplo,

têm todos o mesmo per�l. A �gura 4:11 mostra os elementosg22. Aqui observamos

singularidades de Van Hove [41] nas densidades de estados, que podem ser visualizadas nas
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partes imagin�arias dasg22. Essas s~ao singularidades que aparecem quando existem pontos

de sela na estrutura de bandas. ParaJ5 = 0; 865 existem apenas quatro singularidades

de Van Hove. A medida que diminu��mosJ5, o movimento das bandas faz com que surjam

novas singularidades, que v~ao se separando. Veja a �guraA:2: deve haver pontos de

sela em todas as bandas nas regi~oes queky = � 2�p
3

(bordas da zona de Brillouin). Para

J5 = 0; 865, as bandas"4 e "5 (ou "2 e "3) se sobrep~oem perfeitamente nas proximidades

de ky = � 2�p
3

(e exatamente em" (k) = 0 ; 865!), de maneira que s�o haja de fato quatro

pontos de sela. Quando variamosJ5 esses trechos das bandas se separam, aumentando

a quantidade de pontos de sela para seis. Observe tamb�em como a densidade de estados

ao redor dez = 0 vai aumentando comJ5 decrescendo, uma assinatura do aumento da

superf��cie de Fermi nesta dire�c~ao.

Os phase shiftspara esses seis regimes est~ao na �gura 4:12. Os per�s dos� v s~ao

parecidos, mas o casoJ5 = 0; 500 se destaca por ter pontos de m�aximo e m��nimo de

amplitude semelhante. Como �v �e uma integral do phase shift, este per�l de � v resultar�a

num gap bem menor que os demais. Os valores dosgaps anal��ticos � (a)
v destes regimes

citados est~ao na tabela 4:2. C�alculamos tamb�em valores de � (n)
v e � (a)

v para outros

regimes, comJ5 > 0; 865, para ver se h�a varia�c~ao monotônica dogap dos visons com o

tamanho das superf��cies de Fermi. Esses mesmos dados est~ao tamb�em na �gura 4:13.

Temos ent~ao, no modelo CYF, uma faixa de regimes de parâmetros em que ogap

de visons varia monotonicamente com o tamanho da superf��cie de Fermi. De acordo com

nossos resultados, Ogap para criar v�ortices adjacentes �e m�aximo quandoJ5 � 0; 865 e

diminui quando kF aumenta. �E importante notar que, nestes regimes, as dire�c~oes em que

kF aumenta tamb�em nos aproximam dos limites em que a con�gura�c~ao de 
uxo
�

�
2 ; �

2 ; �
	

ainda nos d�a o estado fundamental. Se cri�assemos visons fora desses limites, n~ao estaremos

calculando um valor que faz sentido f��sico com a energia de um estado excitado, que pode

at�e ser negativa. Por isto, pode fazer sentido que osgapspara J5 = 1; 450 eJ5 = 0; 500

sejam t~ao pequenos, mas o fato de �v ser m�aximo quandokF � 0 �e uma evidência que

corrobora muito que o valor dogap decresce com o tamanho da superf��cie de Fermi.
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(a) J5 = 0 ; 865 (b) J5 = 0 ; 800 (c) J5 = 0 ; 750

(d) J5 = 0 ; 700 (e) J5 = 0 ; 600 (f) J5 = 0 ; 500

Figura 4.11: Partes real e imagin�aria do elementog22 da fun�c~ao de Green local (4:21).

(a) J5 = 0 ; 865 (b) J5 = 0 ; 800 (c) J5 = 0 ; 750

(d) J5 = 0 ; 700 (e) J5 = 0 ; 600 (f) J5 = 0 ; 500

Figura 4.12: Phase shiftspara os seis regimes de parâmetros analisados. O deslocamento
das singularidades na fun�c~ao de Green quandoJ5 diminui faz aparecerem um pico e um
vale entreE = 0; 5 e E = 1; 5.

4.3.3 Visons entre diferentes plaquetas

Outra pergunta que podemos fazer �e se h�a diferen�ca entre ogap para criar visons

entre o par de plaquetas (7 ; �) e o par ( 7 ; r ). Vamos usar o mesmo regime dosJ� ;r , que

pode ser interessante poisJ� = 2Jr e J 0
� = 2J 0

r . Pelo m�etodo num�erico no espa�co real,
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J5 kF � (a)
v � (n)

v

0; 500 0; 780 0; 0497 0; 0509
0; 600 0; 554 0; 1073 0; 1091
0; 700 0; 340 0; 1394 0; 1396
0; 750 0; 236 0; 1466 0; 1478
0; 800 0; 133 0; 1499 0; 1509
0; 865 0; 002 0; 1521 0; 1517
1; 030 0; 325 0; 1451 0; 1463
1; 230 0; 728 0; 1030 0; 1032
1; 330 0; 930 0; 0657 0; 0652
1; 450 1; 194 0; 0111 0; 0129

Tabela 4.2: Valores num�ericos e anal��ticos para o gap de visons adjacentes no modelo
CYF na faixa de regimes de parâmetros 0; 500� J5 � 1; 450, com os respectivoskF .

(a) (b)

Figura 4.13: (a): Gap do par visons em fun�c~ao dekF . (a): gapdo par de visons em fun�c~ao
de J5 nos regimes estudados. A ocorrência de um m�aximo emJ5 = 0; 865 oukF � 0 �e
mostrada.

podemos criar umgap entre (7 ; r ), semelhante ao processo da �gura 4:7, mas trocando

o sinal de umu6 qualquer na rede.

As �guras 4:14 mostram os valores num�ericos dogapem fun�c~ao deL calculados com

J5 = 0; 865. O comportamento dos dados comL m�ultiplo de 3 ou n~ao s~ao bem semelhantes

nos dois casos, com os valores formando curvas suaves que claramente convergem para

um valor assint�otico. Esta semelhan�ca era esperada, uma vez que �xamos o regime de

parâmetros e consequentemente o tamanho da superf��cie de Fermi. As curvas de 4:14a

s~ao, �e claro, as mesmas de 4:10a. Extrapolando as curvas de 4:14b por polinômios em

L � 1, para as curvas azul e vermelha e tomando a m�edia dos valores obtidos, encontramos

� (n)
v = 0; 1046. Este regime de parâmetros, apesar de ser o mais simples que podemos

investigar, ilustra bem o que acontece de modo geral paraJ� = J 0
� > J r = J 0

r , em redes
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de tamanhos su�cientemente grandes:

� v (7 ; �) > � v (7 ; r ) : (4.24)

Podemos usar nosso m�etodo anal��tico para veri�car o resultado. Se quisermos

utilizar a mesma forma da matriz (4:20), na pr�atica, fazemos a trocaJ� ! Jr , J 0
� ! J 0

r ,

que �e basicamente uma rota�c~ao por2�
6 na rede. Isto �e importante pois esta matriz, de

forma condizente com nossa de�ni�c~ao de~h (k), foi obtida com a escolha do triângulo �

como c�elula unit�aria. Os elementos diagonais das fun�c~oes de Green locais para os dois

casos s~ao iguais a 4:11a. Os phase shiftspara os dois casos est~ao na �gura 4:15. Usando

os mesmos m�etodos da se�c~ao anterior para calcular as integrais (4:21) e (4:22), ogapentre

(7 ; r ) encontrado no limite termodinâmico �e � (a)
v = 0; 1078, que tamb�em concorda com

(4:24). No limite termodinâmico, estes valores seriam idênticos para pares com qualquer

um dos três � ou r adjacentes a um hex�agono, uma vez que dependem s�o da diferen�ca

entre osJ� ;r . Obviamente, para o caso em que todos osJ� ;r s~ao iguais, n~ao haveria

diferen�ca entre � v (7 ; �) e � v (7 ; r ).

(a) (b)

Figura 4.14: Valores num�ericos dogapdo par de visons em fun�c~ao do tamanho do sistema
para os pares (7 ; �) e ( 7 ; r ).

(a) (7 ; �) (b) ( 7 ; r )

Figura 4.15: Phase shiftsobtidos no c�alculo dogap para pares de plaquetas diferentes.
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Cap��tulo 5

Conclus~oes e Perspectivas

N�os avaliamos duas t�ecnicas para calcular o par de visons em dois modelos de

l��quido de spin com dispers~oes de Majorana sem gap. O m�etodo anal��tico para calcular o

gap no limite termodinâmico, inspirado por [16], foi uma excelente aplica�c~ao dos conceitos

de teoria de espalhamento e de muitos corpos do cap��tulo 2, principalmente estudados em

[25, 30]. O m�etodo de diagonaliza�c~ao num�erica no espa�co real, embora tenha sofrido

com diferentes efeitos de tamanhos �nitos das redes, se mostrou bastante con��avel para

redes su�cientemente grandes, quando comparamos os valores obtidos com os do m�etodo

anal��tico. Conseguimos aplicar as duas t�ecnicas ao modelo CYF [18], encontrando uma

faixa de regimes de parâmetros do Hamiltoniano em que o gap tem valor m�aximo quando

a dispers~ao dos Majoranas se assemelha aos cones de Dirac do modelo de Kitaev, mas

decresce quando variamos estes parâmetros para aumentar o tamanho da superf��cie de

Fermi. Em [42] h�a uma discuss~ao sobre o modelo de Kitaev submetido a outras intera�c~oes,

no qual o fechamento dogap de visons �e um crit�erio para separa�c~ao entre a fase QSL e

outras fases. No modelo CYF, vimos que ogapde visons fecha quando sa��mos dos regimes

de parâmetros que d~ao o estado fundamental na con�gura�c~ao
�

�
2 ; �

2 ; �
	

e aumentamos a

superf��cie de Fermi. Isto pode indicar que QSLs com superf��cies de Fermi muito grandes

s~ao dif��ceis de estabilizar.

O espectro do modelo CYF �e bastante rico. Pode ser interessante tentar calcular

o gap de visons em uma das outras três con�gura�c~oes de 
uxo, j�a que estas permitem

dispers~oes de Majoranas diversas. Um caso interessante �e a superf��cie de Fermi como a

da �gura 3 de [43], que �e permitida quando tomamos alguns dos parâmetros de acopla-

mento negativos. Esta superf��cie de Fermi de "guarda chuva" se distingue das redondas
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e pequenas que lidamos neste trabalho: ela n~ao tem curvatura e isto pode acarretar

em comportamentos bem diferentes de algumas propriedades f��sicas, como as correla�c~oes

de spin [44]. Uma superf��cie de Fermi deste tipo pode ser obtida no modelo CYF com

os parâmetrosf 1; � 1; 1; � 1; 0g, mas tem estado fundamental na con�gura�c~ao de 
uxos
�

�
2 ; �

2 ; 0
	

, que como mencionamos anteriormente, precisa ser escrita em uma rede de c�elula

unit�aria com pelo menos 6 s��tios.

De modo geral, uma das di�culdades do trabalho foi tentar calcular o gap em

outras con�gura�c~oes de 
uxo, que n~ao a
�

�
2 ; �

2 ; �
	

. Para estudar como �v varia com

a superf��cie de Fermi, �car nesta con�gura�c~ao era o su�ciente, mas h�a mais para se

explorar. Uma alternativa pode ser acrescentar no Hamiltoniano termos que deslocam as

energias dos estados fundamentais de cada con�gura�c~ao de 
uxo sem alterar a dispers~ao

de Majoranas. Esses termos podem ser somas sobre operadores de plaquetas que, na

pr�atica, v~ao somar ou subtrair constantes nas energias deslocando o estado fundamental

para a con�gura�c~ao desejada. Veja por exemplo a equa�c~ao (5) de [18]. Com algo assim,

talvez possamos calcular o gap de visons em uma con�gura�c~ao de 
uxos qualquer, ainda

usando a
�

�
2 ; �

2 ; �
	

como plano de fundo. Entretanto, o valor calculado para o gap, por

exemplo, para o caso da superf��cie de Fermi de "guarda chuva", usando os dois m�etodos,

foi bem diferente. Sendo assim, o problema n~ao deve ser resolvido somando uma mesma

constante nos dois casos, mas talvez ajustando os operadores de plaquetas considerando

as nas quais visons foram criados.

Outro problema que pode ser atacado no futuro �e entender como �e a dependência da

energia em fun�c~ao da distância de separa�c~ao entre dois visons. Em [45] h�a um resultado,

pelo mesmo m�etodo num�erico da subse�c~ao 3:3:1, para a energia do par de v�ortices no

modelo de Kitaev quando eles s~ao separados em alguma dire�c~ao na rede honeycomb.

Para o determinado regime de parâmentros, a energia oscila e converge para um valor

�nito com a ditância de separa�c~ao. Pode ser interessante questionar se, para um modelo

com superf��cie de Fermi, a energia entre os visons em fun�c~ao da distância �e do tipo lei de

potência com oscila�c~oes que dependem dekF , em analogia a oscila�c~oes de Friedel [30, 44].

Tentamos reproduzir isso no modelo CYF, mas os efeitos de tamanho �nito s~ao fortes:

para diferentes tamanhos de rede, as energias em fun�c~ao da distância entre dois v�ortices

variam muito, di�cultando alguma conclus~ao.

Expandir o m�etodo anal��tico para o c�alculo do gap de visons espacialmente sepa-
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rados tamb�em pode ser algo interessante, por�em bastante complicado. Isso implicaria em

usar um potencial que n~ao �e mais local, que como vimos na se�c~ao 2:3, �e requisito funda-

mental para escrever uma express~ao exata para a matrizT (E) e consequentemente para o

gap de visons. Por �m, seria interessante entender �sicamente o motivo do gap dos visons

diminuir com o tamanho da superf��cie de Fermi. Usando a interpreta�c~ao do problema

de criar visons como um problema de espalhamento, talvez seja poss��vel formular uma

express~ao anal��tica para o gap como fun�c~ao dekF em um modelo com superf��cie de Fermi

mais simples.
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Apêndice A

Cat�alogo de Superf��cies de Fermi

Figura A.1: corte das Bandas de energia no modelo CYF comky = 0, obtidas variando
J5 com os demais acoplamentos sendof 1; 0; 0; 5; 1; 0; 0; 5g
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Figura A.2: corte das Bandas de energia no modelo CYF comkx = 0, obtidas variando
J5 com os demais acoplamentos sendof 1; 0; 0; 5; 1; 0; 0; 5g
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Figura A.3: Superf́ıcies de Fermi obtidas variando J5 com os demais acoplamentos sendo
f1; 0; 0; 5; 1; 0; 0; 5g
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