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Resumo

O modelo de Kitaev na rede honeycomb apresenta um estado fundamental com
liquido de spin e é exatamente solivel. Neste modelo existem excita¢oes de férmions de
Majorana, com ou sem gap, e excitacoes dos vortices de fluxos Z,, também chamados de
visons. Estas s@o excitacoes com gap. A energia para criar um par de visons sempre foi
calculada numericamente com redes de tamanho finito, mas recentemente, uma expressao
analitica véalida no limite termodinamico foi derivada utilizando métodos de funcoes de
Green. Ter um método analitico é interessante pois, em regimes de parametros em que a
dispersao de Majoranas é sem gap, os efeitos de tamanho finito sao mais fortes, podendo
prejudicar extrapolacoes dos valores numéricos do gap de visons para o limite termo-

dinamico. Neste trabalho, comparamos os dois métodos para calcular o gap de visons no

modelo de Kitaev e os generalizamos para um outro modelo de spins % na rede kagome,

em que férmions de Majorana formam uma superficie de Fermi. Mostramos a existéncia

de um regime em que o gap diminui com o aumento da superficie de Fermi.
Palavras-chave: Modelo de Kitaev, Funcgoes de Green, Espalhamento na rede,

Rede Kagome, Superficie de Fermi, Visons.



Abstract

The Kitaev honeycomb model is an exactly solvable model that has a spin li-
quid ground state. It can have gapped or gapless excitations from Majorana fermions
and vortices of a Z, gauge field, also known as visons, which are always gapped. The
energy to create a pair of visons has always been calculated numerically in finite-size lat-
tices, but recently, an analytical expression valid in the thermodynamic limit was derived
using Green’s function methods. An analytical method might be interesting for, when
the Majoranas dispersion is gapless, the finite-size effects are stronger and might spoil
extrapolations of the numerical vison gaps to the thermodynamic limit. In this work,
we compare both methods to calculate the vison gap in the Kitaev model and generalize
them to another model of spins g in the kagome lattice, in which Majorana fermions form
a Fermi surface. We find a regime in which the vison gap decreases with the size of the
Fermi surface.

Keywords: Kitaev model, Green’s functions, Lattice scattering, Kagome lattice,

Fermi surface, Visons.
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Captulo 1

Introdicao

A teoria de Landau das fases da matria [1] e, la muito tempo, um paradigma
na fsica da maeria condensada. Esta teoria entende que uma fase pode ser caracteri-
zada pela preserca ou auséncia de simetrias. Uma transcao de fase ocorre sempre que
hFa uma quebra de simetria. Um exemplo simplese a transcao Iquido-lido: Iquidos
tém simetria completa de translacao e rotacao, enquanto lidos quebram a simetria
translacional quando se ordenam em uma estrutura cristalina. O paradigma de Landau
prevé que um sistema com uma determinada simetria pode ter um estado fundamental
gue espontaneamente quebra esta simetria, por exemplo uma fase ferromagretica em um
modelo de spins interagentes (Ising, Heisenberg). Uma quebra espontanea de simetria
deve ser acompanhada de um parametro de ordem que caracteriza a fase. Sendo assim,
uma fase ferromagretica pode ser diferenciada da paramagretica pelo valor esperado da
magnetizecao local, que 0 sea nito no primeiro caso.

Entretanto, a atencao da comunidade de materia condensada moderna se voltou
para modelos com propriedades nao explicadas pelos conceitos de quebra espontanea de
simetria e parametro de ordem local. O modelo de Heisenberg antiferromagretico na
rede quadrada em temperaturd = 0 tem estado fundamental semichssico de Neel [2],
mas o mesmo modelo na rede triangular (ou qualquer outra rede nao bipartida) deve
apresentar frustracao: quando duas interacees entre spins nao conseguem ser satisfeitas
simultaneamente. Em uma plaqueta triangular, se dois spins conseguirem se alinhar
antiparalelamente, um terceiro teoricamente pode assumir qualquer direcao. Veja a gura
1.1, retirada de [3].

Na tentativa de prever o estado fundamental do modelo de Heisenberg antifer-



Figura 1.1: Spin frustrado na rede triangular.

romagretico da rede triangular, P. Anderson prop6s o estado RVBRgssonant Valence
Bond) [4], uma superposcao de \arios possveis emparelhamentos de spins em singletos,
como o da gura 12, retirada de [3]. Este deve ter magnetizacao local nula, apesar do
alto grau de correlacao entre os spins. Os primeiros estados excitados acima de um es-
tado fundamental de spins% ordenados pode ser obtida desemparelhando umunico par
de spins. No estado de Neel, isto resulta em excitacees de spin 1, 0s nagnons, previstos
pela teoria de ondas de spin linear. A auséncia de ordem de longo alcance no estado RVB
faz com que o mesmo procedimento dé origem a pares de excitacoes de 2quri:lhamdos

spinons [5], um exemplo de excitacoes fraciorarias.

Figura 1.2: Con guracao de emparelhamentos de spins em singletos na rede triagular. O
estado RVBe uma superposcao de \arias dessas con guracoes.

Apesar de, no m das contas, o estado RVB nao ter se estabelecido como estado
fundamental do modelo de Heisenberg antiferromagretico na rede triangular [6], ele e
entendido como o probtipo de um lquido quéantico de spin (QSL) [3, 7], o principal
objeto de estudo desta dissertacao. Uma primeira de ncao diz que QSLs sao sistemas
de spins altamente correlacionados, mas com estado fundamental sem ordem de longo
alcance mesmo em temperatur@d = 0. Estas fases podem ocorrem em sistemas com re-

des que permitem frustracao dos spins. Os estados fundamentais de QSLs sao altamente



emaranhados, ou seja, nao podem ser escritos ou representados por um estado produto de
suas partcees. Isto implica em uma das principais propriedades dos QSLs, de suporte a
excitacees nao locais: excitacoes que nao podem ser criadas isoladamente por operadores
locais. Estas sao ditas con nadas se sua energia nao muda quando as separamos espaci-
almente. O @digo bricoe um probtipo de QSL com estados fundamentais altamente
emaranhados, cujas excitacees, as partculase m, sao nao locais e con nadas. Um outro
exemplo de sistema (mas nao de QSL) que suporta excitacees nao locaise o modelo Ising
na cadeia fechada [8]: pares de paredes de domnio t8m um custo energetico para serem
criadas, mas nao custam energia para se deslocarem. Uma outra propriedade dos QSLse
a de emergéncia de uma estrutura de calibre e de excitacees fraciorarias, como 0s spinons
no estado RVB. Os QSLs podem ser classi cados quanto ao grupo de simetria da estru-
tura de calibre emergente, sendo os principa®J(2), U(1) e Z,. Um tipo importante de
excitacees nao locais de Iquidos de spin sao os wrtices do campo de calibre do QSL. Os
vortices do Iquido de spin Z, sao chamados de visons e sao sempre excitacees gam

[9].

Um modelo paradigmatico com estado fundamental de Iquido de spin emlD2e o
modelo de Kitaev da rede honeycomb [10, 11]. Estee um modelo com interacees Ising
anisotiopicas entre spins% vizinhos que foi inicialmente proposto como urtoy modelim-
portante no contexto de computecao quéntica topobgica, mas que tamkem tem relevancia
experimental com isolantes de Mott com forte acoplamento spinorbita que pode realizar
as interacoees anisotiopicas entre spin% efetivos [12]. Alguns dos principais candidatos
saooxidos de 1f*[13] e o -RuCl; [14]. O modelo de Kitaeve um QSL em que 0s graus
de liberadade de spin se fracionalizam em £rmions de Majorana, como em [15], em um
plano de fundo de campos de calibi®, estticos. O espectro de Majoranas pode ou nao
ter gap sendo 0 caso isotopico sem campo magretico um caso de dispersao gam
A atuacao com um operador de spin (ou par de Majoranas) em um stio cria um par
de visons adjacentes no plano de fundo de uxds,. O gap para criar diferentes con -
guracees de visons foi calculado em [10]. No caso isotopico, com todos os acoplamentos
iguais aJ, foi encontrada uma energia de ,  0:267] para criar \ortices adjacentes,
utilizando diagonalizacao nunerica do Hamiltoniano com redes de tamanho nito. Ape-
sar da energia do estado fundamental deste modelo poder ser encontrada exatamente no

limite termodinamico, a energia das con guracees com \ortices, por quebrarem simetria



de translacao, aparentavam poder ser calculadas apenas em redes nitas.

Recentemente foi proposto em [16] um nmetodo empregando furcees de Green para
calcular ogap de visons adjacentes no modelo de Kitaev. Este netodo consiste em inter-
pretar a criacao de um par de visons como a introducao de um potencial de espalhamento
de curto alcance. Um valor no limite termodinamico de , = 0:263313(6) para o caso
isotopico foi encontrado. No modelo de Kitaev, quando a dispersao de Majoranas tem
gap a energia para criar \ortices converge rapidamente com o tamanho da rede, mas
guando a dispersao nao temap existem efeitos de tamanho nito que nos obrigam a
olhar para redes bem maiores. Sendo assim, na fase gam o netodo analtico de [16]e
uma alternativa melhor em relacao ao netodo nunerico. Com uma ferramenta assim, o
interesse em modelos de spin com fracionalizacao em Majoranas com disperseegaem
ressurge, uma vez que o netodo em [16]e possivelmente generaliavel.

Uma possibilidade de dispersao de Majoranas seape se houver uma superfcie
de Fermi. Estes podem ser interessantes pois, apesar de Iquidos de spin serem isolan-
tes de carga, grandezas como calor espec co e condutividade ermica respeitam leis de
poténcia na temperatura consistentes com a teoria de Iquido de Fermi [17]. Em [18, 19]
e apresentado um modelo de spin% na rede kagome em que pode haver uma superfcie
de Fermi, sendo um bom candidato para estudarmos as propriedadades de visons. Outros
modelos de QSL com superfcies de Fermi sao [20, 21, 22].

Este trabalho seguia a seguinte estrutura: No captulo 2 iremos introduzir as
ferramentas analticas que inspiraram o netodo desenvolvido em [16]. O Captulo 3 vai
apresentar em detalhes a solucao e propriedades do modelo de Kitaev nas sectes®.

Na secao 3 vamos estudar o metodo nunrerico para diagonalizacao de um Hamiltoniano

no espaco real e calcular @ap de visons para dois regimes de parametros do modelo:

0 isotopico e um outro anisotopico. Na secao 3t vamos usar o netodo analtico para
encontrar o valor dosgaps nesses dois mesmos regimes e comparar com o0s resultados
nunericos. O captulo 4 segue a mesma estrutura do captulo anterior. Na secao 4.1

vai apresentar o modelo de Chua-Yao-Fiette [18], mostrando o mapeamento de s@ns

em ermions de Majorana, como s&a0 as con guracees de uxo que podem dar o estado
fundamental e o quao rica pode ser a dispersao de Majoranas. Nas secoes 4.2 e 4.3
Falar sobre visons neste modelo. Exploraremos uma faixa de regimes em que ha uma

superfcie de Fermi com tamanho que pode variar apenas com um dos parametros do



Hamiltoniano. Aplicaremos o netodo de diagonalizacao nunerica na rede de tamanho
nito e generalizaremos o nmetodo de [16] para calcular o valor dyap de visons adjacentes
no limite termodin&mico. Vamos estudar como estgap deve variar com o tamanho da
superfcie de Fermi. Por m, o captulo 5 vai falar das conclusees sobre o trabalho,

di culdades e possveis perspectivas que este projeto deixa.



Captulo 2

Sistemas Fermiénicos

Ao longo deste trabalho, estudaremos modelos de spins em redes bidimensio-
nais, cujas solucees sao mapeamentos para modelos de £rmions livres. Portanto, neste
captulo vamos introduzir algumas ecnicas analticas envolvidas na descrcao de sistemas
fermibnicos e outras tcnicas de mecéanica quantica. Um sistema meatlicoe o principal
sistema fsico que pode ser entendido por um modelo de £rmions livres. Comecaremos es-
tudando modelos de £rmions numa rede, focando em como sao os nveis (bandas) de ener-
gia e sua ocupacao. Depois, olhando para um sistema fermiébnico mais geral (partculas
livres numa caixa quadrada), introduziremos o formalismo das furcees de Green. Por
m, vamos fazer um sumario de importantes resultados de teoria de espalhamento para
mecéanica quéantica, com o objetivo de calcular a mudarca da energia do estado fundamen-
tal de um sistema de rmions sob a preserca de potencial espalhador local, em termos

da funcao de Green livre.

2.1 Modelos de Rede

As propriedades eletrbnicas de lidos cristalinos metlicos podem ser entendidas
por um modelo em que 0s ektrons de conducao sao livres para vagar, sobre um plano de
fundo de ons positivos [23, 24]. Estes ons devem estar distribudos espacialmente em
uma forma organizada e perbdica, que geralmente podemos descrever matematicamente
como uma rede. Uma rede de Bravaise um tipo de rede para o qual cada ponto deve ser
indistinguvel, istoe, observar o mesmo ambiente ao seu redor. A propriedade fundamental

gue estas ttme a de simetria de translacao: em uma rede de Bravais dndimensoes,



podemos escreved vetores @, cada um conectando um ponto a de seus primeiros

vizinhos, tal que qualquer translacao
Ag= m;a; (21)

leva a um outro ponto indistinguvel do primeiro. Em duas dimensees, existem apenas 5
redes de Bravais, que se distinguem pelo grupo associadoas suas simetrias de rotacao e
pela difererca relativa entre as direcoes dos vetores primitivos. Podem-se construir redes
mais complexas a partir de uma rede de Bravais, por exemplo, sobrepondo duas ou mais
redes de Bravais equivalentes. Dizemos que 0s pontos que pertecem a uma das redes de
Bravais sobrepostas formam uma subrede.

E chamada elula unitiria uma regiao da rede desejavelmente pequena, que pode
gerar a rede inteira por translaceed\ 4. A @lula unitria primitivae uma que envolve
em seu volume apenas um ponto da rede de Bravais. Uma escolha interessante de elula
primitivae a @lula de Wigner-Seitz, quee centrada em um ponto da rede ee delimitada
por planos que interceptam ao meio as distancias do ponto a cada um de seus vizinhos.
A @lula de Wigner-Seitz tem a conveniéncia de carregar a mesma simetria do grupo de
rotacao da rede. A elula unitiria primitva de uma rede com uma ou mais subredes deve,
portanto, conter um stio de cada subrede, mas na patica ainda envolve apenas um stio
da rede de Bravais original.

Uma formulacao em mecanica quantica das possveis energias e pro\aveis poscoes
dos ektrons num metal pode ser obtida modelando a rede de ons como um potencial

atrativo e perbdico V (r), tal que
V(r+Ag)=V(r): (2.2)

Se considerarmos que 0s ektrons sao independentes e nao interagem entké(s),e o
unico potencial que estes experienciam. Desta forma, e possvel mostrar que as solucees

da equacao de Schredinger

T2V k()= EKR) () 23)

para as furcees de onda de um ektron sao da forma



k() =exp(ik r)ug(r); (2.4)

comuy (r + Ag) = ug (r). Este importante resultadoe chamado teorema de Bloch.

Do ponto de vista matenatico, a de ncao das redes de Bravais exige que estas
tenham extensao in nita. Entretanto, obviamente, lidos cristalinos sao corpos nitos.
Para lidar com isto, usamos condcees perodicas de contorno, entendendo que, se usarmos
redes su cientemente grandes, as propriedades fsicas dos lidos serao razoavelmente bem
descritas. No caso de um material eh= 2 1, se tivermosL; ®lulas unitrrias nas direcees

dos vetoresa;; condcees perbdicas de contorno sao contempladas se

A>+ niLia; + noloa, = Ay (25)

em quen; en, sao inteiros. Dizemos neste caso que a rede esh como disposta na superfcie

de um toro. Os valores possveis dk sao

mq mo
k=—b;+ —by; 2.6
L b+ b (2.6)
em que os vetored;, obtidos dea; b; =2 j, formam no espaco recproco tamkem

uma rede de Bravais, com pontos obtidos por translaco&s, aralogas a (21). Existem
entaoN = L,L, valores possveis de&, todos dentro da e&lula unitria primitiva da rede
recproca, que recebe o nome de zona de BrillouinE sempre su ciente contarmos 0s
modos em umaunica zona, e portanto de nimos como primeira zona de BrillouiBZ )

a elula de Wigner-Seitz da rede recproca. Na gura 4 ha um exemplo da rede de
Bravais emd = 2 associada ao grupo de simetri&g, a rede triangular, bem como sua
rede recproca e possveis escolhas da zona de Brillouin [24]. Veja que a rede recprocae
tamkem uma rede triangular.

Podemos entender a furcao de onda K + B,), comk 2 BZ, como outra solucao
da equacao de Schredinger (3) para o mesmok, mas certamente com um autovalor
de energia diferente. O conjunto dos nveis de energl; (k) sao dispersees que dao a
estrutura de bandas do material, sendo ordenadas da menor para a maior energia, para

cada valor dek. A quantidade de modos possveis dentro dBZ cresce com o tamanho da

10s modelos de rede que trabalharemos sao em duas dimensees, por isso a decisao de especicar a
dimensao aqui.



(a) Rede real (b) Rede recproca

(c) Primeira zona de Brillouin

Figura 2.1: Rede triangular e sua rede recproca. Os vetores das duas redes sao mostrados.
As possveis escolhas da zona de Brillouin sao mostradas em rosa. Os pontos de alta
simetria daBZ sao destacados.

rede, entretanto, na mesma propoicao, cresce tamkem a quantidade de ektrons que podem
ocupar estes modos, de forma que a fracao de estados ocupados na zona de Brillouin
nao depende do tamanho da rede, mas da quantidade de ektrons por stio ou elula
unieiria primitiva.  E sempre razavel entao entender &s; (k) como furcees contnuas
de k, mesmo que esses a princpio fossem discretos, p que no limite termodinamico,
L;'1 :8i, ke contnuo.

Com respeitoa sua estatstica em sistemas quanticos de \arias partculas, eetrons
sao eBrmions. Estes portanto obedecem ao princpio de exclusao de Pauli, que obriga-os a
sempre ocupar estados com rumeros quéanticos diferentes, que aquilsamdice de banda
j 2. DosN estados disponveis em cada banda, a probabilidade de um com momehto
na banda de ndicej estar ocupado na temperaturd e determinada pela distribucao de

Fermi-Dirac

2Vamos ignorar o grau de liberdade de spin, f que os modelos fermiodnicos que surgirao nos captulos
seguintes sao todos de rmions sem spin.
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E; (k) !

ne (E; (k)) = exp T +1 (2.7)

onde e o potencial qumico e kg a constante de Boltzmann. No limiteT ! 0, temos
= Er e (27) sereduz a (Ej (k) Eg), o que deixa explicita a interpretecao fsica de
Er como sendo a energia que separa os estados ocupados dos vazios. A superfcie de nida

por

E (k)= Ef (2.8)

e chamada superfcie de Fermi, que ilustra na estrutura de bandas onde estao os nveis

ocupados.

2.2 Furcees de Green

Nesta secao vamos introduzir o formalismo de furcees de Green em mecanica
guantica [25] e como podemos usa-las para extrair informacees sobre nosso sistema fsico.
Olhando para um sistema de muitos ektrons mais geral (mas ainda sem spin), de Hamil-
toniano

H=X p—iz"‘V(fi) =H0+X V(ri); (2.9)
i 2m i '
em queV (ri)e o potencial a que cada ektron estn submetido. Imaginando, para ns de
normalizacao, que 0s ektrons se encontram con nadas a uma caixa abica de ladgsas

soluwcees deH para as furcees de onda de muitos ektrons sao

()= L o2ekT (2.10)

em que osk's assumem valores discretosE conveniente introduzir o formalismo de
segunda quantizacao [26] para lidar com sistemas de muitas partculas. Os operadores de

criacao e destrucao de rmions com vetor de onda saoa), e a, e respeitam aalgebra
ak;aio = kkO (2.11)

facacg= af;al =0: (2.12)
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Operadores diagonais na representacao de momento podem ser escritos em termos do
operador rumerony = a/a, que, para respeitar o princpio de exclusao, devem ter auto-
valores 0 ou 1. Esses operadores atuam em vetores de estado com rumero de partculas
varavel, chamado espaco de Fock. Um estado de muitas partculas pode ser criado a
partir do estado de \acuojOi, de nido por a jOi = O; 8k; por sucessivas aplicacees de

operadores de criacao para cada partcula:
jkisky;, k= a) & a jOi: (2.13)

Nosso Hamiltoniano em termos de operadores fermibnicos ca

X X

H = Eo (k) ng + \Y; (q)a}:wak; (2.14)

k kiq

com

k2

Bo(k)= 5 (2.15)
1 Z

V (q) = 03 V(r)e '9"d%: (2.16)

Igara calcuIEr valores esperados de obsenaveis, teramos que calcular termos da
forma m alsa n , ondejmi ejni pertecem ao conjunto de autoestados d¢. Isso nos
motiva a de nir a furcao de Green de uma partcula, atraves da qual podemos escrever
diversas quantidades fsicas de nosso interesse:

D h i E
G(k;t)= i OT a(t)al(0) 0 ; (2.17)

em que a dependéncia temporal dos operadorese dada pgIt) = €'t ae Mt como na
representacao de Heisenberg,ee o operador de ordenamento temporal, cuja aplicacao
num conjunto de operadores os ordena do menor para 0 maior instante de tempo (da
direita para a esquerda). Toda a informacao contida no Hamiltoniano esta tamtem con-
tida na furcao de Green, entretanto, na patica, trabalhar com aultimae quase sempre
mais interessante.G (k; t)e uma medida da correlacao entre partculas com mesmk em

instantes de tempo diferentes. Pode ser calculado explicitamente:
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8
2 jkeM k; t>0
G(k;t) = S (2.18)
- 0 t< O
E bastante comum lidarmos com a transformada de Fourier temporal da furcao
de Green, que se torna uma furcao da energia. Beinclui um potencial perodico, a

base de autoestados pode ser s ji, de momentok dentro daBZ e ndice de banda; .

Introduzindo um parametro in nitesimal real e positivo para tornar souvel a integracao,

temos

X X Za .
G;E+i)= G (k;t) &E*i gy (2.19)
i kxpz 1
_N % kK (2.20)
| k%2BZ E Ej (kg + |
comE; (k9 = Hk%j jHjk%ji. Perceba que
X X
ImG (k;E) = (E E; (k9 (2.21)
i k®2BZ

Podemos entao escrever um primeiro obsenavel importante para o decorrer deste traba-

lho, a densidade de estados, em termos da funcao de Green:

1 X
(E)= —Im G(k;E): (2.22)
k

A funcao de Green associada ao Hamiltoniano livree

. 1

Veja que estae uma furcao com polos nos autovalores Hg. Uma de ncao araloga da
furcao de Green totalG (E)e encontrada trocandoH, por H. A furcao de Green total
G conem informacao sobre o sistema perturbado, quee o0 que nos interessa resolver, mas
em teoria de perturbacao o problema se desenvolve em wries@g por isto ela acaba
sendo taoutil. Para obter a funcao de Green, basta conhecer o Hamiltoniano e tomar seu

inverso. No espaco de momentos, temos entao
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kG (E)jki = Go(k;E) o (2.24)

o
E Eo(k) ™"~

2.3 Espalhamento por um potencial local

O problema de espalhamento [25, 27] em mecéanica quantica tenta descrever o que
deve acontecer a uma partcula ao encontrar uma regiao in uenciada por um potencial
V (r) e depois abandonar essa regiao. O Hamiltoniano do problemae

p2

H=H0+V(r)= %

+V(r): (2.25)

Estae uma questao que geralmentee tratada com teoria de perturbacao dependente do
tempo, imaginando queV (r) e ligado por um breve intervalo de tempo. A relacao de
transcao entre os estados assinbticos inicial e naljii e jni e descrita pela matriz de
espalhamento

Sn=in Tn2i (En Ej); (2.26)

em queT;, e chamada matriz de transcao, que conem a aproximacao em primeira ordem
do potencialV. A equacao diz que a onda incidente pode nao sofrer mudarca alguma, ou

sofrer algum tipo de espalhamento, determinado pdi, . E razavel supor que os estados

k2
2m’?

a onda incidente, tal queHgjki = E jki ej i a onda resultante do possvel espalhamento,

jil ejni serao ondas planas, portanto terao mesmo autovalor de enekiia Sejajki

comH | i =E]j i, Podemos relacionar estes estados por

(E Ho(j 1] ki)=V(n)j i:

Vamos introduzir um fator real e positivo para possibilitar a inversao do operador
ao lado esquerdo. Perceba que isto e entao a furcao de Green liBGg(E i) =

(E Ho i)' Aequacao parg i se torna
j i=jki+Go(E i)V i: (2.27)

conhecida como equacao de Lippmann-Schwinger. A partir das solucges, podemos

relacionar os operadore§ e V (r) por Tjki = V(r)j i. Perceba que (27)e uma
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relacao de recursividade parga i. aplicando, por exemploV (r)a esquerda, temos®

V() i=Vr)jki+ V)GV (r)j i
= [V (r) + V (r) GoT]jKi
= Tiki;

obtendo uma relacao de recursividade agora entre os operadores:
T=V @)+ V(r)GoT: (2.28)

Isto nos ca uma <erie perturbativa no potencial e na furcao de Green livre: uma das

formas da srie de Born. Expandindo, temos

T=V(I)+ V)GV (r)+ V (r) GoV (r) GoV (r) + (2.29)
No espaco de momentos, e possvel mostrar que

X
hjTjki = V(g=0)+ Vk q)6Go(q;E)V(g k)+ (2.30)

q
Esta wrie, de modo geral, © noseutil truncando-a e calculando efeitos de alguma ordem
espec ca em V. Entretanto, se considerarmos um potencial de espalhamento local e
de curto alcance, por exemplo, uma delta de Dirac na poscao do centro espalhador, a

dependéncia eng nos potenciais em (29) deve sumir, pois

1
V)=V (r)! V(q)= FV: (2.31)
(2:29) se torna
n #2
1 v X v X
T (k)= FV+ 3 Go(q;E) + 3 Go(q;E) + (2.32)
q q
eutil de nir a funcao de Green local
3vamos omitir o argumentoE i da furcao de Gy para menor polucao visual, mas vamos retorra-lo

mais adiante quando precisarmos.
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X
% (E)= L—13 Go(k;E): (2.33)
k

Isto permite que calculemos isoladamente a soma em momentos dentroggle A soma
na equacao (232)e uma rie geonetrica emV g, que nos permite obter um valor exato

para a matriz de transcao, que nao depende mais dos momentos, mas apends:de

T(E)= Vo (E)"
n=0
1

1 Vg(E)

o< <

(2.34)

O fato do potencial ser local faz com que toda a dependéncia em momentos que na
de ncao de gy. Desta forma, podemos calcular (33) isoladamente e depois inserir em
T (E).

2.3.1 Phase Shifts

A equacao de Lippmann-Schwinger no espaco real nos ca solwcdey i que ge-
ralmente sao escritas como expansoes de ondas parciais. Nestas solucees seus argumentos
cam em termos de parametros adimensionaig chamadosphase shiftssendol o ndice
associado ao canal de momento angular na expansao. No caso de um potencial de curto
alcance, e relevante apenas o termo cophase-shiftde ondas, o , a partir do qual al-
guns teoremas podem ser derivados. Um delese o teorema de Friedel [28], que relaciona a
mudarca na densidade de estados dos £rmions na preserca da impureza com a derivada
de o(E). Um outroe o teorema de Fumi [29], que diz que a mudarca na energia do
estado fundamental (ou da energia livre em temperaturd = 0) devidaa preserca do
potencial de espalhamentoe dada por

1% Er
F(T=0= - o (E) dE: (2.35)
E min
Emin € a energia mnima do sistema em questao (geralmente escreve-se este limite inferior
como 1 ), tal que a integracaoe feita sobre os estados ocupados.

A matriz T pode ser escrita em termos dphase shift[25, 30] por
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. 2 e20®) 1
T(E = = 2.36
€ )= (2.36)

Desta forma, podemos escreverghase shiftem termos da matrizT:

TE+i)_  eo® 1

— — o2 o(E).
TE 1) ez 1% (2.37)
ou
: B T(E+i)
2i o(E) =1 TE 1) (2.38)
Um fato importantee que seE e real, entao
QE+I)=w(E i); TE+I)=TE i): (2.39)

Usando isto e (234), encontramos nalmente gohase shiftem termos da furcao de Green:

o(E)=Im fIn[l Vg(E+i)]g: (2.40)

Podemos assim usar o teorema de Fumi para saber qual a mudarca na energia do estado
fundamental provocada pela impureza em termos da furcao de Green livre. Basta conhe-
cer o Hamiltoniano livre, tomar sua inversa e, se o potencial de espalhamento nao tiver
dependéncia em momento, podemos calcular.33) e inserir diretamente nophase shift

O procedimento feito em [31] leva em consideracao a possibilidade da furcao de Green e
do potencial serem matrizes, com ndices e ° Estes podem ser, por exemplo, ndices
de bandas. Neste caso devemos escrev@hase shiftem termos de um determinante da
matriz T, cando com

z
SN Imfin[det(I V og. o(E + i ))]gdE: (2.41)

Emin
Em [30, 32, 33] la mais discussees envolvendo o teorema de Fumi. Existe uma
chamada "forma forte"deste teorema [33], que e sua generalizacao para temperaturas
nitas. Uma outra forma de chegar a este teoremae comoe feito na secao 4.1-F de [30],

usando furcees de Green de Matsubara e o teorema de linked-cluster para a energia livre.
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A soma de Matsubarae transformada exatamente na integral {25). Estee o caminho
escolhido em [16] para fazer a conta analtica que da a energia para criar um par de visons

no modelo de Kitaev.
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Captulo 3

O Modelo de Kitaev

Neste captulo vamos estudar o modelo de Kitaev da rede honeycomb. Apresenta-
remos as caractersticas do modelo e os trugues para sua solucao exata. Discutiremos seu
estado fundamental e o que caracteriza suas fases com e gam Introduziremos as duas
principais tcnicas para calcular ogap de visons: nunerica na rede com tamanho nito
e analtica no limite termodinamico, mostrando seus resultados no modelo de Kitaev e

entendendo como estas podem ser generalizadas para outros modelos semelhantes.

3.1 O modelo

O modelo de Kitaev [10] considera interecees entre spi%sque vivem nos stios de
uma rede honeycomb. Estae uma rede triangular com duas subredes que chamaremos
de A eB. A gura 3:1 mostra uma possvel escolha de elula uniaria que, transladando-

1p§

1.73 1. 3
2' 72

se pelos vetores primitivosa; = 3,5 €az = , pode gerar a rede inteira.
Trabalharemos sempre com uma rede d¢ elulas uniirias com condcees perbdicas de
contorno, sendoL; e L, a quantidade de lulas uniarias nas direcees dos vetores e
a, respectivamente.

Rotulamos as trés diferentes direcees da rede, como indicado na gura,3al que
as interacoees entre spins sao do tipo Ising (produtos de matriz de Pauli) com seus primeiros
vizinhos, determinada exatamente pelo otulo da ligacao entre o par de stios. Ou seja,

se os stiosi ej sao primeiros vizinhos e estao no link-( 2 [x;y; z]), 0 Hamiltonianoe
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Figura 3.1: Vetores primitivos da rede honeycomb e elula unitiria, destacada em azul.

H= J, xxo g Yy, z z, (3.1)

Figura 3.2: A rede Honeycomb com os otulos de cada um dos trés tipos de link.

Podemos ainda escrevetl de forma mais compacta de nindo o operador bilinear

nos ; que carrega a interacao em si, que chamaremos de operador de link:

Ki = i j:se j)eumlink-; (3.2)

cando com

X X

H = J K : (3.3)

links-
O fato de o0 modelo ser exatamente solivel parte da de ncao dos operadoig, que sao

produtos de matrizes de Pauli em torno de uma plaqueta como designado na gura 3.

We=  '= 133.i3¢6 (3.4)
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Figura 3.3: Uma plaquetap na rede honeycomb, com 0s seis stios para 0s quais teremos
matrizes de Pauli na de ncao deW,.

Os W, comutam todos entre si, pois duas plaquetas necessariamente compartilham
um rumero par de stios: 2 se forem vizinhas e 0 se estiverem afastadas. Isto implica no
vnculo

W, = 1: (3.5)

Usando propriedades das; , notamos que 03V, podem ser escritos tamkem como pro-

dutos dos operadores de link:
Wo= T 355 2 6= KioKasKasKusKseKey; (3.6)

pois, se olharmos por exemplo para um par dg; , teremos

Istoe bastanteutil pois o Hamiltonianoe de nido exatamente em termos doK;; ; portanto
[Wp; H] = 0; 8p; (3.7)

e temos entao um conjunto de operadores que nao t&m dinAmica: sao conservados. Encon-
trar autoestados deH deve entao se resumir a procurar em uma con guracao espec ca
dos W, em toda a rede. Chamamos cada um destes subespacos de \setor de uxo"

ou \con guracao de uxo". Perceba que (W,D)2 = 1, ou seja, estee um operador com
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autovaloresw, = 1. Sao destes autovalores &, que tiramos a interpretecao de uxo:

w, = € »: (3.8)

Para plagquetas hexagonais, os, podem ser 0 ou . Por serem dois possveis valores,
dizemos queW,e um operador que mede uxoZ,. Se imaginarmos a rede honeycomb
disposta num toro, se tivermosN @lulas uniarias, temos tamkem N plaquetas hexago-
nais. Portanto, considerando o vnculo (%) deve haver 2*! possveis setores de uxo.
A boa notciae que, para redes bipartidas, como a honeycomb, e um teorema de Lieb
[34] que garante que a con guracao de uxo que da o estado fundamentale exatamente
aquela em quew, = 1;8p.

Para obter uma solwcao analtica do modelo de Kitaev, podemos mapear 0s ope-
radores de Pauli j, para cada stio j, em quatro £rmions de Majorana q‘;bf;qz;cj .
Esses novos operadores sao hermitianol; Y = b, ()’ = ¢ e respeitamaalgebra de
Brmions aralogas a (211). E importante de nir tamkem que R ? = (g )? = 1. Esse ma-
peamento, apesar de dobrar o espaco de Hilbert do Hamiltoniano,eutil pois veremos que
H sema quadatico em £rmions ¢ ; se tornando um problema que sabemos resolver. Para
contornar o aumento nao fsico do espaco de Hilbert, vamos impor um vnculo atrawes do
operadorD; = B'b'tfg: seM e o subespaco estendido, em que odf;if';lf; g atuam,

e M e o subespeaco fsico, tal queM M™; os estados fsicos, ou seja, que sao possveis

autoestados do Hamiltoniano original, sao tais que
Dj J f{sicoi = J f{sicoi ;8j: (39)

Veja queD; tém autovalores 1, entao o vnculo de fato seleciona metade da dimensao

de M . O mapeamento para ermions de Majoranae feito da seguinte forma:

i
b ; (3.10)

1
<
1

VW AR 00
-
>
I

I
ibfg :
Ao reescrever o Hamiltoniano na forma fermionica, teremos um operador que atualm

com matrizes de Pauli ¥, ~¥, e ~* que, quando restritas ao subespaco fsic , devem
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satisfazera mesma algebra que as‘, Y, Z*. Isso ca claro tomando

55 = g = D;;

guee equivalente a

p que os D; atuam como a identidade enM . Estamos prontos para escrever entao um
Hamiltoniano de £rmions para o modelo de Kitaev. Apesar de termos, para ca#g ,
duas matrizes de Pauli, teramos a princpio quatro £rmions, mas os Majoranag sempre
aparecerao em pares da mesma ligacao Se de nirmos entao os operadores hermitianos

0; = ib; b, associados a cada linkj(k ), osK; se tornam

= (b c) ib g
I ibh cg
105 GG ;

quee quadatico em £rmions ¢;. Chamaremos estes de rmions dinamicos. O Hamilto-
niano ca entao

X

Ho=1 J,05Gq; (3.11)

hij i
em que agora temos uma soma simples sobre primeiros vizinhggi e o sub-ndice de
J , indica que teremos o acoplamentd correspondente ao link que conecta o par de
stios (i;j ). Os operadoresuft comutam todos entre si e ttm autovalores; = 1. Aem
disso, estes sao operadores antissinetricas; = u;;. Os obsenaveis H; ;;W, sao
todos invariantes pela transformacaog ;b 7! ¢; B , poistodos envolvem produtos
de quantidades pares dos £rmions de Majorana. Perceba quee exatamente o operador
D; quee capaz de realizar essa transformacao, por isto dizemos que este realiza uma
transformacao de calibreZ,. Entretanto, os u; invertem de sinal com a atuacao desta
mudarca de calibre: os tréqy; ligados ao stio em que o operadoD; atua invertem de

sinal. Osd; podem ser entendidos como campos de caliltg. Se escrevermos
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Y
W, = Qi ; (3.12)
hij i2 p
com a convercao de que o stiopertence semprea subredA ej a subredeB, ca evidente
que diferentes escolhas dag; “em toda a rede podem gerar uma mesma con guracao
de uxos. Assim, podemos xar uma con guracao espec ca dos campos de gauge "
simplesmente trocando estes em:([3) por seus autovaloresi; . Chegamos entao a um
modelo efetivo que descreve £rmions de Majorana livres em um plano de fundo de uxos
Z, estticos. Os autoestados do Hamiltoniano do modelo de Kitaev podem ser escritos
na formaj i = M (G)i jGi , em quejGie uma con guracao espec ca dosuj pela
rede ejM (G)i e um estado no espaco de Fock para od\2 Ermions complexos, cada um
formado por uma combinacao de dois Majoranas [35]. Para gerar o estado fundamental,
podemos simplesmente tomgGi, que corresponde a padronizar; =1 8h;ji. Isso nos
0]
X
Ho=i J,aG; (3.13)
hij i

gue agora tem simetria de translacao.

3.2 Dispersao de Majoranas

Podemos diagonalizaH usando a transformada de Fourier dos £rmions de Majo-
rana. Isto funciona sempre em que ra simetria de translacao no sistema, sendo apliavel
a nossa rede honeycomb no toro. Vamos trocar os ndices de stio no Hamiltoniano por
ndices de poscao da elula unitria e de subredeR ;S). A transformada de Fourier de
um operador de £rmion de Majorana no stio de elula uniiria e na subredes 2 [A;B]

e

1 X
Cr s = P= d R gt (3.14)
¢ x

Para cada stio da subredeA, temos trés primeiros vizinhos na subredB, sendo um
deles na mesma elula unitiria e outros dois em e@lulas vizinhas, que podemos alcarcar

com translacees por vetores da red® ... A poscao dessas elulas unitirias vizinhas, em

relacao a uma de poscad ,e entao R a,com 2][0;1;2]; sendoag = (0;0). O
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Hamiltoniano ca, com essas notacees,

i X
Ho = N J CR ACGR a)B
c .
i X X . ixo
- J e|(k+k°)R e ik°a C A C0B
Ne k;kO

. P , . .
Vamos de nir o fator (k) = i J e 2 que depende apenas das poscees relativas
a entre elulas uniarias. O subndice emJ g indica a poscao relativa de ndice

entre o respectivo par de stios. O fato dos; serem reais implica que

¢ = cC ! (3.15)
1 P i(k+k9 R ;
Perceba tamlem queg- e = ok, quee coerente com (35). Ficamos entao
com
X
Ho = (K) CkaC ks

k
entretanto, e mais intuitivo enxergar as interacees queH descreve usando uma repre-

sentacao de uma matriz 2 2 com os ndices sendo as subredes do sistema. vamos de nir

entao 0 1

= @% A (3.16)
CkB
e teremos 0 1
X 0 k
Ho = 1 (k) «; h(k)= @ (k) A (3.17)
2 (k) 0

O espectro deHy sao entao os autovalores de(k):

E k=1 (K)j: (3.18)

As somas enk sao feitas sobre todos os modos dentro da zona de Brillouin, que

podemos parametrizar por

= i2<—lb1+ l2<—2b2; kKi;ko 2 [0;2 ]: (3.19)

Como a rede honeycombe uma rede de Bravais triangular, sua recprocae exatamente a
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Y Y

da gura 2:1, com vetoresb; = = 3;1 . Matematicamente pode

3 31 Ebzzig—g

serutil usar a parametrizacao (319), que correspondea zona de Brillouin com forma de
paralelogramo. E mais interessante usar 8Z hexagonal quando quisermos visualizar,
por exemplo as dispersoes e suas simetrias. Sendo assim, eutil saberlgue k; + k;, e

ky = "—b% A relacao (315) impee um vnculo entre pontos opostos na zona de Brillouin,
tal que apenas metade da zona p comporta a quantidade total de modos necessria para
obter todo o espectro. Istoe consequéncia de que cada par de Ermions de Majorana
descreve um modo de Brmion complexo, mas sicamente a quantidade total de modos
fermidnicos deve ser a mesma. Uma possibilidade seria fazer as somals sabre metade

da zona de Brillouin, entretanto, vamos preferir somar sobre a zona inteira e perceber que
E:(k)= E ( k); (3.20)

ou seja, basta olharmos para uma metade do espectro, por exemplo, darak). Temos
entao uma dispersao quee furcao contnua de, de nida em k 2 BZ e que depende dos

parametrosJy; Jy e J,. O objeto importante aquie

(k)=2i Jer+J,ek2+ ], : (3.21)

Estaremos na fase sergap se existe pelo menos um valor de tal que (k) = 0, que

pode ser satisfeita se 0os parametros satisfazem as desigualdades
iJaj ] Jul + (I arb;c2 [xy; 2] (3.22)

O caso isotopico, Jx = Jy, = J, = J, esh nesse regime sergap Este caso pode ser
familiar ao leitor: e simplesmente um modelo de tight-binding na rede honeycomb, quee
usado como modelo para o grafeno [36]. Os pontos em d@ue(k) = 0 sao, nesse caso,

os pontosK e K°da zona de Brillouin. A dispersao de Majoranas no caso isotopicoe
mostrada na gura 34. Em baixas energias,e possvel mostrar que a dispersaoe linear em

jKj, ou seja, as bandas superior e inferioE( ) formam cones que se tocam el = Er = 0.

Estes sao chamados cones de Dirac, pois se assemelhama relecao de dispersao de uma
partcula relativstica sem massa, E = pc quee linear no momento.

A energia do estado fundamental por elula unieiria pode ser calculada exatamente
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Figura 3.4: Dispersao de Majoranas para o caso isotopico no modelo de Kitaev. As
bandas se tocam nos \ertices da zona de Brillouin.

no limite termodin&nico, pa que ha simetria de translacao. Elae

E® 1 £2 4o
= dk dkzj (k)j: 3.23
N 27, M 2j (K)j (3.23)
No caso isotopico, encontramoféa) =N 1:5746€). Neste trabalho vamos sempre tra-

balhar com a quantidade de algarismos signi cativos que nos dé resultados em at quatro
casas decimais. Na patica, todos os @lculos serao feitos com 5 algarismos signi cativos,
mas para nao sobrecarregar a notacao, omitiremos 0s zerosa direita sempre que parecerem

redundantes.

3.3 Visons

Akem das possveis excitacoes fermidnicas, temos tamkem as possveis excitacees
associadas a sair dgxi para uma outra con guracao de uxos. Dizemos que quando um
operador de plaqueta temw, = 1, esta carrega unvison ou \ortice de Z,. Por causa
do vnculo (3:5), visons 0 podem ser criados em pares. Podemos criar um par de \ortices
adjacentes trocando o sinal de umunicai; na rede, como exempli cado na gura 3.
Para isto, lma um custo energetico nito . Para o modelo de Kitaev, vamos sempre

calcular ogap de visons entre plaguetas que compartilham um link-
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Figura 3.5: Recorte da rede honeycomb com um par de \ortices adjacentes. O Inkm
vermelhoe ounico u; = 1 em toda a rede.

3.3.1 Diagonalizaao no espaco real

No caso de uma escolha qualquer @&i, nao necessariamente teremos simetria
de translacao. Isto nos obriga a trabalhar contl, no espaco real, usando uma rede de
tamanho nito. Este desenvolvimentoe importante, por exemplo para calcular gap
para criar \ortices. Ak a publicacao de [16] esta era a forma mais e ciente para calcular

v. O procedimento consiste em escrever uma matriz que computa todas as interacees
entre os £rmions de Majorana, depois fazer uma transformacao para £rmions complexos
e escrever um Hamiltoniano em forma can6nica em termos de operadores que de fato
atuam nos estadogM (G)i. Vamos mudar a notacao dos ndices de stio nos £rmions
de Majorana: ¢ 7! ¢ (mg;m,); tal que o stio i e o stio de poscao mja; + msa,.
Especi caremos osy; de forma semelhanteu; 7! u (m4; my); comi sempre na subrede
A. O tamanho nito da redee parametrizado pelos rumeros de @lulas uniariad ;.,, nas

direcoees dea;.,. As condcees perodicas de contorno nos dizem que
c (my+ Ly;my)=c (Mmemy) ; ¢ (my;my+ Ly)=c (Mpmy):

Com essa notacao, o Hamiltoniano ca

X
H=i Ca (M1; m2) [Ixuy (Mg;mMy) Cg (M1 +1;my) + Jyuy (Mg; M) Cg (Mq; My + 1)+

miy;ma

+ J,u, (Mg;my) cg (Mg;my): (3.24)
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O vetor contendo todos os I8 &rmions de Majoranae

1
c (1;1)
c (2 1)
0 1
C
c=@ ™A c =B c(Lgd) (3.25)
Cs
c (1 2)
c (LiL
e de niremos osN &rmions complexos como
1 .
f (my;my) = > [Ca (M1;m2) icg (M1;mM2)]: (3.26)

Essa de ncao nos ca uma matriz de transformacao de £rmions reais para complexos:

0 1
| |
T=@ " " A, (3.27)
il il
tal que 0 1
i
cC=TQ@ A (3.28)
fvy

comf sendo um vetor com os £rmions complexos em cada elula uniiria. O Hamiltoni-
ano ca, dessa forma, escrito como
0 1 0 1

H H f
H= v f Tv@ ™ "™ AT@ A: (3.29)
Hea Hes fY

com as matrizedH o contendo as interacees entre stios das subredee ° sendo obtidas
de (3.24). Finalmente, podemos aplicar uma transformacao unitiria que diagonalité

nos levando a uma forma canonica:
0 1 0 1

a f
@ A-y@ A (3.30)
a fy
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e teremos
X

H= " 2aa 1 : (3.31)
Os" sao todos os autovalores positivos d¢. A energia do estado fundamental para o

jGi em questaoe

X
EsY = " (3.32)

=1
Isto pode nos dar a energia do estado fundamental do modelo de KitheEéo), se o
Hamiltoniano inicial tiver u (my;m;) =1 8mym,. A gura 3:6a mostra um teste para
este netodo, com valores da energia do estado fundamental por @lula unifrria no caso
isotiopico. O valor obtido extrapolando a curva foi deE((J”) =N = 1:5745. Compare com
0 obtido por (3:23). Esta extrapolacao foi feita tomando um ajuste polinomial erh ?
ae segunda ordem e cando com o valor de ordem 0, entendendo que no limité 1
os termos que acompanham as demais potenciaslde se anularao. A partir daqui, esta

sempre sel a forma que tomaremos extrapoleacees pdrd 1

3.3.2 Resultados nunericos

Para calcular  basta entao calcular (82), tendo especi cado em (24), por

exemplo,u, (0;0) = 1, e subtrair deE(()O):
m=gp P (3.33)

Em [37] ha uma discussao detalhada sobre um vnculo de paridade do rumero de
trmions @’a que estados fsicos devem satisfazer. Criar um par de \ortices altera essa
paridade, por isso, a rigor, pode ser necessario incluir mais um modo fermioénico na energia
do estado fundamental:

X
E® =29 " (3.34)

=1

10O ndice superior (0) sela usado para ndicar se la ou nao visons no setor de uxos em que (32) foi
efetuada.
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O gap dos visons para estados fsicos e nao fsicos sao, respectivamente

8
P - @ ) n(©) .
2 \ - E 0 E 0 + 2 0 f

3.35
> () ( )
A\

E@ +2@ EO.

A gura 3:6bnos mostra moPe W parafJy, =1;0;J, =1,0;J, = 1;0g, calculados
em redes com \arios valores d& (L = L; = Ly). QuandoL mod 3 = 0, temos um
comportamento diferente dos demais valores del”. Isto ocorre pois os modos com
coordenadas exatamente e e K°sao permitidos, e estes ttm exatamente energia O.

"E,Z) = "g’) e P = Como o que nos interessae obter um

Por este motivo, tamkem
valor para  no limite termodinamico, observando que,a medida qué cresce, todas

as curvas parecem convergir para um mesmo valor, 0;26, vamos daqui para frente
trabalhar apenas com os o Extrapolando paraL ' 1  as curvas vermelha e azul da
gura 3:7, que correspondem a m para L nultiplo e nao multiplo de 3 respectivamente,
chegamos a , = 0;2638 para a vermelha e , = 0;2634 para a azul. Tomaremos Nosso
resultado numrerico para ogapde visons como a nedia desses dois valores?” =0;2636.

Se escolhermos um regime de parametros anisotiopico, por exemdps; 1; 3; 1; Og,

o efeito paragapscalculados em redes comn mod 3 = 0 nao esh mais presente. Istoe
esperado, pois a auséncia de simetrd; faz com que os cones de Dirac na dispersao de
Majoranas se desloqguem d& e K% Veja a gura 3:8. O regimef1;8;1;3;1;0g ainda

tem dispersao sengap pois respeita a (22), mas com cones de Dirac assinetricos por
rotacees no plano ky;ky). A gura 3:7 mostra " para este regime. Perceba que nao
temos mais curvas suaves de maneira que fosse razavel fazer a mesma extrapolacao que
Nno caso isotiopico, entretanto 0s pontos parecem convergir para um determinado valor.
Vamos usar um outro crierio para de nir M neste caso: pegaremos uma mnedia dos
gapsparal =78;79 80, obtendo M =0:1860.

Os regimes congap na dispersao de Majoranas do modelo de Kitaev sao particu-
larmente pouco interessantes quando estamos falando de visons. O fato do espectro a ter
gap de modo geral, implica que os o convergem muito rapidamente, como na gura
3:9. No modelo de Kitaev, uma dispersao de Majoranas cajap pode ser obtida com
uma escolha de acoplamentos que nao respeite2®3 ou inserindo o termo de interacao

efetiva para um campo magretico fraco, com acoplamento> 0 [38].
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(a) (b)

Figura 3.6: (a): Energia do estado fundamental por stio em furcao do inverso de Os
pontos vermelhos sao valores pata mod 3 =0 e a curva tracejadae uma extrapolacao.
b): O, ®e ¥ emfurcao do tamanho do sistema.

(@) f1,0;21,0; 109 (b) f1;8;1;3;1:0g

Figura 3.7: Gap para criar um par de \ortices adjacentes em furcao do tamanho do
sistema nos regimes de parametros isotopico e anisotiopico.

3.4 Calculando gap dos visons analiticamente

Nesta secao vamos nos basear no desenvolvimento feito no captulo 2 e em [16] para
calcular ogap de energia para criar um par de visons adjacentes no modelo de Kitaev. A
ideiae tratar o problema de criar \ortices, quebrando a simetria de translacao da rede,
como um problema de espalhamento por um potencial de curto alcance, que p sabemos
resolver. O potencial espalhadore um dos termos da soma em1(B), que trocar o sinal
de u; para criar os visons. Vamos escolher, assim como no caso nunerico, trocar o sinal
de um u,, que pode ser uma lula unifiria como na gura 35, que tomaremos como

a de ndice 0. Sendo (8.3) o Hamiltoniano no espaco real sem a preserca de \ortices,
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Figura 3.8: Plot de contorno das dispersees para 0s casos isotopico e anisotopico. Neste
ultimo, o deslocamento dos cones de Dirace mostrado.

Figura 3.9: Gap de visons em furcao do tamanho da rede para um regime com gap no
modelo de Kitaev:fJ, =2;1;Jy, =1;0;J, =1,0g

podemos escrever 2 3

X
Ho=i4 J GG® + iJ,CoaCoB: (3.36)
hi;j i6=(0 A; 0B)

Desta forma, quando criamos os \ortices, oultimo termo troca de sinal. Nosso potencial
local V' e
V' = 2iJ,conCon (3.37)

e 0 Hamiltoniano com o qual trabalharemose
Ha = Ho+ V: (3.38)

X conhecemosH no espaco de momentos, da equacao:{3). A transformada de
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Fourier deV e

2i3, X
¥ = N - CkaCkop
€ kKo
0 10 1
X 0 2iJ CkA
= op  (@aite)@ TA@ T A
C kKo 217, 0 Cykog
1
= Ecg (2J; ) Co; (3.39)
onde 0 1
1 X
=@ A=l " (3.40)
Cos N k
Temos entao
1X y 1+
Hy, = 5 hi(k) «+ éco (23, y)co: (3.41)

k

Veja que em¥ ha uma matriz que nao tem dependéncia em momentos, 0 que nos

permite ter que calcular apenas a furcao de Green livre local, em termos del(3:

1 X 1

g(E) = N k E—h(k): (3.42)

O gappara criar o par de \ortices adjacentes no modelo de Kitaev, dado pelo teorema de
Fumi,e
1 Z Emax

v = v (E)dE; (3.43)
0

com

v(E)=1Im fin[det(I 23, yg(E +1i ))]g; (3.44)

aralogo a (241). Enax heste casoe a largura de banda, determinada pelo regime de
acoplamentos do Hamiltoniano.E importante se atentar ao fato de qu&p,e uma matriz

2 2, assim comoV. As somas em momento eng(E) podem ser transformadas em
integrais. Assim, os elementos de matriz que devemos calcular sao

Z 2 Z 2 1

2 . dk;, . dk; 0] 0: (3.45)

Estas integrais, na patica, serao calculadas numericamente. No apéndice A de [16]e

g o(2) =
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feita uma simpli cacao em que podemos reduzir os 4 elementos de matriz ao @lculo de
uma integral de uma varavel, reduzindo bastante os custos computacionais para avaliar
as (345). Esta simpli cacaoe consequéncia das propriedades das matrizes de Pauli, das
guais o Hamiltoniano do modelo de Kitaev pode ser escrito como uma combinacao linear.
Para ter uma ferramenta mais facilmente generalizavel para outros modelos, vamos seguir

com a forma em termos dos elementos de matriz separadog$3.

3.4.1 Resultados analticos

Calculamos, usando o netodo descrito na secao anterior, gapsde energia para
criar \ortices adjacentes no modelo de Kitaev para dois conjuntos de parametros: o
isotopico e fJ, = 1;8;Jy =1,3;J;, =1, 09. Para cada um destes casos, calculamos nume-
ricamente as integrais sobré&;; k, de cada elemento de matriz (85) das furcees de Green
locais, usando o netodo de integracao de Gauss-Kronrod, para0z  Epax = Jx+Jy+J;
com iteracees de passo; 01 e interpolamos os dados usando o netodo de spline abica,
para obter furcees contnuas da varavelz. O parametro de convergéncia usado nas inte-
gracees foi = 10 3. Estas furcees estao na gura:30 para o caso isotopico e 31 para
0 anisotiopico. Perceba que nos elementos diagonais, a parte imagiraria se anula quando
jzj > E max, 0 que e de se esperar de uma furcao de densidade de estados.pl@se
shifts obtidos nos dois regimes de parametros estao na gurd3. O gap dos visonse
obtido da integral em (343) dophase shift que nos dois casos calculamos numericamente
tamkem com o netodo de Gauss-Kronrod. Os valores obtidos, desta forma, para @eps

@ do par de visons adjacentes nos dois casos estao na tabela 8em destes resulta-
dos, a tabela tamkem mostra, para os dois mesmos regimes,gaps ™" mostrados na
subsecao 3B:1 e tamkem as energias do estados fundamentais por elula uniaria obtidas
da equacao (3) (analticos) e da (3:32) (nurrericos).

Todos os valores obtidos nos nossos netodos analticos concordam com 0s nunericos
ae pelo menos a segunda casa decimal. As energias do estado fundamental por stio
analticas no modelo de Kitaev p eram resultados conhecidos e ficeis de obter, para
guaisquer valores dos acoplamentos. Os valores E—:I@E) =N nos mostram que calcular os
E((,G) em redes de tamanho nito e tomar extrapolacees para o limite termodinamicoe um
metodo bastante conavel. Assim, e razavel supor que 0s m que calculamos seriam

conaveis 0 su ciente para compararmos com o do netodo analtico.
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De fato, o netodo da secao 3 se mostrou bastante e ciente para calcular gap
de um par de visons. O fato de que basta conhecer o Hamiltoniano do modelo e a
forma do potencialV faz com que esse metodo seja facilmente generalizavel para outros
modelos exatamente soliveis pelo trugue de escrever o Hamiltoniano de forma quadatica
em ermions. Um tipo de dispersao semap diferente da que vimos neste captulo poderia
ser a preserca de uma superfcie de Fermi de Majoranas. Se houver um modelo de spins
numa rede, exatamente solivel pelos mesmos truques do modelo de Kitaev: uxos
eshticos e mapeamento de operadores de spin em £rmions de Majorana, podemos tentar
generalizar os nmetodos deste captulo para estudar, por exemplo comogap de visons
se relaciona com as propriedades de uma superfcie de Fermi. Responder este e outros

guestionamentos ser 0 objetivo do seguinte captulo.

| 130330 [EPNTEPN] O [ P |
f1,0;10; 1 0g 1,5745| 1,5746| 0;2636| 0;2623
f1;8;:1;3; 109 2,2226| 2;2226| 0;1860| 0; 1856

Tabela 3.1: Energias do estado fundamental por stio e valores do gap de visons no modelo
de Kitaev, calculados pelas diferentes ecnicas nunericas (ndice "n") e analticas (ndice
llall).

Figura 3.10: Elementos de matriz dg(z) parafJ, =1;0;J, =1,0;J, = 1;0g



Figura 3.11: Elementos de matriz dg(z) parafJ, =1;8;J, =1,3;J, = 1;0g.

(d) f1;0;1;0;1; 09 (b) f1;8;1;3;1,09

Figura 3.12: Phase shiftsobtidos nos casos isotopico e anisotopico.

36
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Captulo 4

Lquido de Spin de Kitaev com

Superfcie de Fermi

O modelo de Kitaev abriu portas para a procura de outros modelos de spin que
pudessem ser exatamente soliveis pelos mesmos truques: operadores de plagueta esaticos
e mapeamento das matrizes de spin de para ermions de Majorana. Em redes com rumero
de coordenacao maior que 3, para haver uma quantidade de graus de liberdade que seja
compatvel com a quantidade de Majoranas ideal para a solucao analtica, o comume
escrever um modelo de spins mais alto. Neste captulo vamos trabalhar com o modelo de
Chua-Yao-Fiette (CYF), proposto em [18], que foi motivado pelo interesse em encontrar
uma fase de lquido de spin com superfcie de Fermi de spinons na Herbertsmithita [39].

O modelo CYF tem fases de lquido de spin em que a dispersao de Majoranas pode ser
com ou semgap podendo neste caso ter uma superfcie de Fermi. Seguiremos a mesma
estrutura do captulo anterior, discutindo as propriedades do modelo e posteriormente

generalizando as tcnicas para calcular a energia para criar visons. Mostraremos como o

gap de visons pode variar em furcao do tamanho da superfcie de Fermi neste modelo.

4.1 O modelo Chua-Yao-Fiette (CYF)

No modelo CYF, temos spin§ gue moram nos \ertices de uma rede kagome ( gura
4:1), tal que as interacoes sao determinadas pelo tipo de plaqueta triangular na qual estao
os pares de spins, ou seja, ou . Tratando-se de spin%,e conveniente usarmos uma

representacao dos operadores de s, SY e S? atrawes das matrizes ': matrizes 4 4
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Figura 4.1: A rede kagome.

que respeitamalgebra de Cliordf '; 'g=2 ! e portanto, semelhanteas matrizes de

Pauli, ttm autovalores 1. Elas sao

8
% L= pLfsysyg 2= phfSHSYg

3= 1848g 4=k (S0 (9) (4.1)
5— (SZ)2 5 ab— 1 a. b .
4 2i ! '

O Hamiltoniano do modelo CYFe

X X
H=1J SN SR A P Prls P42

hisj i2 hi;j i2r hisj i2 hisj i2r i

Temos os cinco parametrosfJ ;J;;J%;J°;Jsg, que possibilitam que o modelo tenha
um espectro bastante rico. Perceba qud tem simetria de rotacao de 180do eixoz e
simetria de reversao temporal (Que veremos em breve que sela quebrada espontaneamente
no estado fundamental), abm da simetria de rotacao pog (simetria C3) da piopria rede.

Se ainda tivermos) = J° eJ, = J?, o Hamiltoniano passa a ter simetriaCs. Aqui,
semelhante ao modelo de Kitaev de spins na rede honeycomb, tamkem podemos de nir

operadoresW, associadosas plaquetas tal que
[Wp; H] =0; 8p: (4.3)
Entretanto, na rede kagome temos trés tipos de plaquetas e seus operadores sao

W= 2ER @.4)
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w, = 43 (4.5)

Wy = 2 14 28 14 28 14 (4.6)

i m n

Vamos entao introduzir uma representacao das matrizes em termos de £rmions
de Majorana. No total, teremos seis £rmionsf !; 2; 3; #;¢;dg, o que dobra o tamanho

do espaco de Hilbert, portanto devemos restringir estados pertencentes ao espaco fsico

pelo vnculo
Dij fsicol =] fisicol 181; (4.7)
comD; = i}l 23 %d. As matrizes ; escritas em termos dos Majoranas cam
P=ifa (4.8)
o= P (4.9)
> = icid;; (4.10)

coma=1;2;3;4 e o Hamiltoniano portanto se torna quadatico nos Majorana dinAmicos
G ed:
H,=1 Jij Oij GgG + ‘]ij Oij didj + iJs cd: (411)
hijji i

comJ; = J,;J3 , 3P = J2;J% dependendo de onde moram os stidsej. Osd; sao
operadores associados aos links na rede, de forma semelhante aos do modelo de Kitaev.
Eles ttm autovalor 1 e sao de nidos como

8

2j12 gehji2

Oij = P (4.12)

7 2L sehjji2r

[0 ;H] =0: (4.13)

Assim, podemos trabalhar em umaunica con guracao de calibre trocando todos ag
por seus autovaloress; = 1. Perceba queH, e mais complicado queH, de (311)

pois tem um termo que acopla ermiong; e d;. A consequéncia dissoe que matrizes que
trabalharemos mais adiante serao bem maiores, tanto no espaco real como de momentos.

Os autovalores dosV,, neste modelo tamkem saav, = 1, mas sao de nidos de



40

uma forma que distingue entre os diferentes tipos de plaquetas da rede kagome. Vamos

especi car as con gurecees de uxo em termos dds,'s, associados a cada plaqueta

Wp =€ P = iujj : (4.14)
hiji2p
Perceba que, devidoa paridade da quantidade de links em cada tipo de plaqueta e ao

produto dosu; ser sempre , teremos

8
2 )
= p2f ;rg ;
o= 2 (4.15)
0 p =T

Akm disso, sob reversao temporal (que corresponde a trocar o sinal de todosup}
0S uxos das plaquetas triangulares mudam, mas os das hexagonais n'ao:! "roe
o " ,mas' 7! '7,quebrando a simetria de reversao temporal. Ou seja, um
estado caracterizado pela con gurecao de uxo§' ;' ;' 79 deve ter a mesma energia
gue o seu conjugado por reversao temporfal* ; ', ;' 79. E possivel vericar que

existem apenas quatro con guracees nao equivalentes por reversao temporal, sao elas:

(4.16)
;0

Nl

2

indicadas na gura 42. Istoe mais uma complicacao em relacao ao modelo de Kitaev, em
que havia apenas uma con guracao dod/, que corresponde ao estado fundamental. Como

a rede kagome naoe uma rede bipartida (como a honeycomb, por exemplo), o teorema
de Lieb [34] naoe \alido aqui. Neste modelo, a con guracao que corresponde ao estado
fundamental dependera do valor relativo das constanted .. , comoe demonstrado na
gura 4:3. Podemos veri car que, por exemplo, quandds = 0, a con guracao favorecida

e ;5,0 . Devemos nos atentar a estes detalhes quando criarmos visons no modelo
CYF, pois precisamos garantir que estamos em um regime das constantes de acoplamento

e de uxos que de fato d& o estado de menor energia.
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(@) (b) (©) (d)

Figura 4.2: As quatro con guracees de uxo independentes na rede kagome.

Figura 4.3: Comparacao entre as energias das quatro con guracees de uxo. Usamos o
metodo nunrerico da subsecao 3:1, comL =15. Aqui, J , = JO;r =J.

4.1.1 Dispersao de Majoranas e superfcie de Fermi

A rede kagomee uma rede triangular com trés stios na base. Uma possvel escolha
de elula uniaria primitivae o triangulo . Podemos escolher os vetores e; e e, como
na gura 4:4, tal que a poscao de uma elula unitrria qualquereR = me; + ne,. Cada
\ertice do triangulo pertence entao a uma das trés sub-redes que chamaremosiAdd3
e C. O rumero de coordenacao da kagome &, = 4 pois cada stio de A, B ou C
sempre faz duas ligacees dentro da mesma elula unitria e as outras duas com stios das
e@lulas vizinhas. Tomaremos a convercao de que Bs sao positivos quando saem de um
stio A ou entram em um stio C. A gura 4:5 mostra uma classi cacao® para os uj
guantoas subredes dos stios que estao naquele link e se estao na mesma elula uniaria

ou nao. Sendo assim, a con guracao pode ser reproduzida tomando todos os

7%

uj = 1. Japor exemploa 5;5;0 , difere apenas nosis = 1. E importante salientar
que essa convercao nao e util para as con guracees de uxo em que = r, pois

1Essa classi cacao pode ser redundante com a de ncao posterior dag, mase bastanteutil na patica
para distinguir entre as diferentes con guracees de uxo e para quando falarmos de \ortices.
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para reproduz-lase necessrio escolher uma e&lula uniaria com pelo menos 6 stigs E

util tamkem de nir os vetores r; (combinacees lineares dos;), que indicam trés elulas
vizinhas a cada outra ®lula uniarria da rede, senda, = e, r;3 = e €er; = e e
Entao, por exemplo, cada stioB de uma elula na poscaoR interage com um stio de

C dentro do mesmo e tamkem com um outro no de poscao R + rs.

Figura 4.4: As trés subreded\, B, e C, os vetores primitivos da rede kagomes; e e; e
suas combinacoees linearesy, r, ers.

Figura 4.5: Os potulos das seis diferentes ligacees na rede kagome.

Considerando que a rede tem condcees perbdicas de contorno, nas quatro con -
guracees de uxo o sistema tem simetria de translacao e podemos diagonalizar usando as
transformadas de Fourier dos Brmiong; e d;, que sao idénticasa (3L4). Semelhantea
(8:17), teremos aqui unfi (k) quee uma matriz 6 6, p que a rede tem trés stios na base

e temos dois Brmions de Majorana dinamicos. Escolhendo, por exemplo, a con guracao

de uxo 5;3; ; explicitamente, temos

2Por este motivo vamos sempre preferir trabalhar com as con guracees 5:3: € 3,5;0 , princi-
palmente com a primeira.
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0 1
H H
nky @ © A, (4.17)
HY«a Had
com 0 1
0 J +J, ek 3 + 7, gk
Hcc:i%\] +Jre””1 0 J +Jre””3 ; (4.18)
J +J,e’krz 3 4+ 3 e krs 0
0 1
Js 0 O
Hea = i% 0 Js O §; (4.19)
0 0 Js

eHgqe idéntica a H¢c apenas trocando ad , porJ°, . Adispersad’ (k) de Majoranas
nos ch seis bandas, mas que sao vinculadas pgtk) = "7 p( k); comb?2 [1;6].

Para certos grupos de parametros, podemos ter superfcie de Fermi, por exemplo,
na con guracao de uxo 5;3; . A gura 4.6 mostra um caso bem geral, reproduzido
de [19], em que a dispersao permite uma superfcie de Fermi. A banda de enefgia
ultrapassa o nvel de Fermi em trés regioes diferentes, formando "bolsees"ao redor dos
pontos K (ou K9 na zona de Brillouin, o quee esperado pela simetri@; da rede. Caso
houvesse uma simetria maior, com o% ., todos iguais, poderamos ter bolsees nos 6

\ertices do hexagono.

(a) (b)

Figura 4.6: Dispersao dos Majoranas obtida com as constantes de acoplaménte 1;0;
Jr =0;3;3°=0;8;J° =0;5; Js = 1;4. A conguracao de uxo usada foi =;3;
(a): Corte das bandas de energia patg, = 0. (b): Superfcie de Fermi.
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4.2 Visons no modelo CYF

Para pensar em visons nesse modelo, primeiro temos que lembrar que na rede
kagome ha trés tipos diferentes de plaquetas. Vamos a princpio olhar para a criacao
de visons entre T ; ) adjacentes: isso pode ser obtido trocando o sinal de umunicais
qualquer da rede, como na gura #. Vamos trabalhar na con gurecao »;5; , pque
0 nosso principal objetivoe encontrar alguma relacao entre gap dos visons e o tamanho

da superfcie de Fermi.

Figura 4.7: Criacao de um par de \ortices entre{; ) na con guracao  5;5; . Olink
vermelho troca de sinal, alterando o uxo nas duas plaquetas destacadas em cinza.

4.3 Discussao de Resultados

Aqui faremos uma discussao dos resultados obtidos ao tentar responder algumas
perguntas sobre visons neste modelo. Para isto, vamos usar as mesmas tcnicas usadas
para encontrar ogapde visons no modelo de Kitaev: diagonalizacao nunerica do Hamilto-
niano no espaco real e @lculo analtico dagap usando furcees de Green. As duas ecnicas
sao facilmente generaliaveis para o modelo CYF, com apenas o cuidado de tratar-se de
uma rede mais complexa, com mais subredes e trés tipos de plaquetas, e que teremos um
Hamiltoniano no espaco dos momentos que corresponde a uma matriz 6, bem maior
gue no caso do modelo de Kitaev.

O leitor pode pensar que, semelhante ao modelo anterior, 0 grupo de parametros
mais razaavel para comecar a trabalhar seria o caso isotopico, talvez apenas cdg= 0.

Isto de fato simpli ca o problema pois teramos que trabalhar com duas matrizes 3 3,
He e Hgq, a0 ines de uma 6 6. Entretanto, a dispersao neste caso nos ch uma banda
chata na energia igual a zero. 1sso nao e pouco interessante para entendermos a relacao

entre visons e a superfcie de Fermi, quantoe pessimo para o @lculo dehase shift pois
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as furcees de Green terao singularidades erns 0.
O grupo de parametros base que seam utilizadod, = J° =1;0eJ = J° =
0;5, comJs varavel. As superfcies de Fermi correspondentes a estes regimes estao no
apéndice A. Veja que neste caso, mudar apendse su ciente para modular o tamanho
da superfcie de Fermi. Essa faixa de valores pardg foi escolhida pois, primeiro, 0

estado fundamental est ha con guracao de uxos . Abm disso, temos um ponto

2127
bastante interessante ends 0; 865, em que 0s bolsees, abm de estarem nos seis \ertices
da zona de Brillouin, sao tao pequenos que podemos comparar com a dispersao de cones
de Dirac do modelo KitaeV. Issoe excelente para nos dar um ponto de partida. Varials
partindo deste ponto, tanto crescendo quanto decrescendo, faz com que as superfcies de
Fermi aumentem para pequenos bolsees circulares. Note que quando nos afastamos muito
do regimeJs = 0; 865 os bolsees deixam de ser aproximadamente crculos. N0Osso crierio
para de nir o tamanho das superfcies de Fermie de nir os vetores de onda de Ferrki

como metade da distancia entre as bordas dos bolsees no éixotal que quando esses

sao aproximadamente circulares dg coincidem com os raios dos crculos. A gura 8
mostra as bandas ; e ", para o casals = 0; 865 e um outro com uma superfcie de Fermi
maior, deJs = 0;500. estas bandas sempre se tocam em momerkade \ertices da zona

de Brillouin, entretanto veja que paraJs = 0;865 o0 toque das bandase sempre no nvel

de Fermi, semelhantea dispersao da gura:3. J para Js = 0;500, este toque ocorre em
energias acima ou abaixo dé = Er = 0, provocando a existéncia de uma superfcie de
Fermi maior.

A gura 4:9 mostra como okg varia em furcao deJs. Note que ha uma relacao
guase linear, conkg crescendo quando nos afastamos de = 0;865. Ajustes lineares
feitosa esquerda ea direta deste valor mostram variacees dg com Js com coe cientes
lineares parecidos. Se ha um comportamento monoténico gd@ap de visons com &g, ele
deve se manifastar tantoa esquerda, quantoa direita dds = 0;865. Limitamo-nos ao
intervalo 0;400 Js 1;450 pois, para abm deste, o estado fundamental nao esi mais

na con guracao de uxos 51 9

3Um valor mais preciso para o regime em que a dispersao se assemelha mais ainda com os cones de
Dirac e simetria C¢ do modelo de Kitaev isotopicoe Js = 0;8660254.
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Figura 4.8: Bandas"; e "4 na BZ para dois regimes de parametros. Cols = 0; 865,
vemos uma dispersao semelhante a do regime isotopico do modelo de Kitaev, com as
bandas se tocando nos 6 \ertices ddZ na energia de Fermi. Conds = 0;500, as bandas

se deslocam e cruzam a energia de Fermi em 3 regiees.

Figura 4.9: Tamanho da superfcie de Fermi (quanti cada peldkg) em furcao deJs. Os
ajustes lineares sao mostrados.

4.3.1 Resultados nunericos

Fizemos diagonalizacees exatas dos Hamiltonianos no espaco real com redes de
tamanho nito, com L variando entre 10 e 70, sendd? o rumero de elulas uniarias
da rede kagome. Para o casd = 0,865, observando a gura 410a, constatamos um
comportamento bastante semelhante aB. O efeito de tamanho nito para quandoL
e nultiplo de 3 tamkem comparece aqui, mas mesmo assim tamtem observamos que as
duas curvas, para M comL mod3 =0 (vermelha) eL mod 3 6 0 (azul), devem
convergir para valores bem poximos e parece razavel fazer extrapolacoes paral
Considerando entao ogapscalculados em redes a partir d& = 30 (assumindo que 0s
valores para em redes muito pequenas sao menos conaveis) encontramQs= 0; 1514

para a curva comL nultiplode 3e , =0;1519 para os demais valores de Tomaremos
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entao a media entre esses dois como o valor nunericd” nal do gap para este caso.
Realizamos a mesma aralise para outros cinco casos com superfcies de Fermi mai-
ores, que estao mostrados eml1d. Veri camos que o comportamento diferente dgap
para quandoL e multiplo de 3 ainda esh presente, mas observamos tamtem aparentes o0s-
cilacees do comportamento das curvas, que nos desmotivam a fazer a mesma extrapolacao
gue zemos para o caso anterior. Estas oscilacoes devem ocorrer quando nveis de energia
discretos cruzam o nvel de Fermi. Em [40] la uma discussao sobre oscilacoes desta mesma
natureza no efeito Casimir na rede: A energia de Casimir oscila com perodo que depende
de um parametro de vetor de onda que caracterstico da relacao de dispersao. No nosso
modelo, a mistura de efeitos de tamanho nito di cultam que a rmemos o perodo exato
das oscilacees, mas estas parecem ser de menor comprimento quanto maior a superfcie
de Fermi correspondente. A tabela:4 mostra valores dels desses casos e seus respec-
tivos ¢ = ,f—F De modo geral, para superfcies de Fermi de tamanhos muito grandes,
os valores nunrericos de , oscilam de forma bastante caotica. Se o comprimento dessas
oscilaceese de um valor poximo a g, entao quanto maior a superfcie de Fermi, menos
conaveis os valores nunericos serao. Evidentemente, entendemos o cdgso= 0; 865
como tendo ¢ !'1 , porisso nao observamos oscilacees. Portanto qualquer crierio que
se escolha para de nir, nesses trésultimos casos, um valor numericd” , nunca vai ser
conavel o su ciente. Vamos simplesmente tomar uma nedia dosultimos trés valores: os

deL =68;69 70. Estes estao na tabelal

s ke [ e | D
0;500 | 0; 780 | 08,06 | 0;0509
0;600| 0;554 | 11;34 | 0;1091
0;700| 0;340| 18,48 | 0;1396
0;750| 0;236 | 26,62 | 0;1478
0;800| 0;133| 47,24 | 0;1509
0;865| 0;002| 3141 | 0;1517

Tabela 4.1: Valores do gap do par de visons no modelo CYF obtidos tomando a nedia
dos dados para redes com tamanhds = 68;69, 70 e, paraJs = 0;865, fazendo uma
extrapolacao comL !'1 . Tamkem mostramos os parametros associados ao tamanho da
superfcie de Fermi (ke e ¢) para cada regime.

Veja que em algumas das guras:40, tanto a frequéncia como a amplitude com

que os ™ variam em furcao deL nos deixam pouco entusiasmados com o netodo

nunerico. E importante salientar tamkem o custo computacional para diagonalizar as
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matrizes, cujo tamanhoe @2 6L2. Tudo isto nos motiva partir para o @lculo analtico,
feito generalizando o desenvolvimento feito no captulo anterior, que nos daa um valor

do gap de visons no limite termodinamico, para depois voltar e comparar com os valores

numericos.

(@) J5=0;865 (b) J5s =0;800
(c) J5=0;750 (d) Js=0;700
(e) J5=0;600 (f) Js =0;500

Figura 4.10: Gap para criar par de visons adjacentes em furcao do tamanho do sistema
para diferentes valores dds. Os pontos vermelhos sao os em gue nultiplo de 3, p 0s
azuis sao para os demais valores He
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4.3.2 Resultados analticos

A conta analtica da secao 34 para ogap de visons adjacentes pode ser facilmente
generalizada para o modelo CYF. Usando as convercees de elula uniaria e ndices de
subrede estabelecidas anteriormente para a rede kagome, se criarmos um par de visons
entre (7; ), estaremos trocando o sinal de um link que conecta o stio da subredB com
um da C numa mesma celula uniaria. Assim, a matriz do potencial de espalhamento

local deve ser

0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 23 0 O 0
0 2J 0 0 0 0
V= : (4.20)
0 0 0 0 0 0
0 0 O 0 0 2J°
0 0 0 0 20° 0

Usando (417) Podemos escrever nossa furcao de Green livre local

Z, Z,

, dky  dkp 1
2 ) o 0 z k)

gue agora tamkeme uma matriz 6 6. Assim, semelhante a (33), nossogap de visons

g o(2) = ; (4.21)

analtico no modelo CYF pode ser encontrado calculando

1 Z Emax

v = . (E)dE (4.22)
0

v(E)=Im fin[det(I V g(E +i ))]g: (4.23)

Para os mesmos regimes de parametros da secao anterior, calculamos os valores
analticos do gap do par de visons entre {; ) no modelo CYF. Semelhante ao que
zemos para o modelo de Kitaev, aqui realizamos as integracees éme k, de (421)
usando o netodo nunerico de Gauss-Kronrod, congj 4 e passo (01. As furcees de
Green locais ttm muitos elementos de matriz, mas os elementos diagonais, por exemplo,
ttm todos o mesmo perl. A gura 411 mostra os elementosp,. Aqui observamos

singularidades de Van Hove [41] nas densidades de estados, que podem ser visualizadas nas



50

partes imagirarias dasg,,. Essas sao singularidades que aparecem quando existem pontos
de sela na estrutura de bandas. Pards = 0;865 existem apenas quatro singularidades
de Van Hove. A medida que diminumos]s, o0 movimento das bandas faz com que surjam
novas singularidades, que vao se separando. Veja a guka2: deve haver pontos de
sela em todas as bandas nas regioes dye= §—§ (bordas da zona de Brillouin). Para

Js = 0,865, as bandas, e"s (ou ", e "3) se sobrepeem perfeitamente nas proximidades
dek, = 3—§ (e exatamente em’ (k) = 0;865!), de maneira que  haja de fato quatro
pontos de sela. Quando variamo3ds esses trechos das bandas se separam, aumentando
a quantidade de pontos de sela para seis. Observe tamlem como a densidade de estados
ao redor dez = 0 vai aumentando comJs decrescendo, uma assinatura do aumento da
superfcie de Fermi nesta direcao.

Os phase shiftspara esses seis regimes estao na gurd2l Os pers dos , sao0
parecidos, mas o casds = 0;500 se destaca por ter pontos de maximo e mnimo de
amplitude semelhante. Como ,e uma integral do phase shift este per| de , resultaa
num gap bem menor que os demais. Os valores dgapsanalticos 2 destes regimes
citados estao na tabela:2. Galculamos tamem valores de ¥ e @ para outros
regimes, comJs > 0; 865, para ver se ha variacao monotdnica dgap dos visons com o
tamanho das superfcies de Fermi. Esses mesmos dados estao tamkem na guls84

Temos entao, no modelo CYF, uma faixa de regimes de parametros em qu@p
de visons varia monotonicamente com o tamanho da superfcie de Fermi. De acordo com
nossos resultados, @ap para criar \ortices adjacentese maximo quandoJs  0;865 e
diminui quando kg aumenta. E importante notar que, nestes regimes, as direcees em que
ke aumenta tamkem nos aproximam dos limites em que a con guracao de uxos; 5;
ainda nos ch o0 estado fundamental. Se crassemos visons fora desses limites, nao estaremos
calculando um valor que faz sentido fsico com a energia de um estado excitado, que pode
ae ser negativa. Por isto, pode fazer sentido que ampspara Js = 1;450 eJs = 0;500
sejam tao pequenos, mas o fato de, ser maximo quandoks  Oe uma evidéncia que

corrobora muito que o valor dogap decresce com o tamanho da superfcie de Fermi.
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(@) Js = 0;865 (b) Js=0;800 (c) J5 =0;750

(d) Js =0;700 (e) Js =0;600 (f) Js = 0;500

Figura 4.11: Partes real e imagiraria do elementg,, da furcao de Green local (21).

(@) Js = 0;865 (b) Js=0;800 (c) J5 =0;750

(d) Js =0;700 (e) Js = 0;600 (f) Js = 0;500

Figura 4.12: Phase shiftspara os seis regimes de parametros analisados. O deslocamento
das singularidades na furcao de Green quandeg diminui faz aparecerem um pico e um
vale entreE =0;5eE =1;5.

4.3.3 Visons entre diferentes plaguetas

Outra pergunta que podemos fazere se ha difererca entre @ap para criar visons
entre o par de plaquetasq{; ) e opar ( 7;r ). Vamos usar o mesmo regime dds ., , que

pode ser interessante poid =2J, eJ® =2J°. Pelo metodo numerico no espaco real,
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s ke | 0 ] D
0;500| 0;780| 0;0497| 0;0509
0;600| 0;554 | 0;1073]| 0;1091
0;700| 0;340| 0;1394| 0; 1396
0;750| 0;236| 0;1466| 0;1478
0;800| 0;133]| 0;1499| 0; 1509
0;865| 0;002| 0;1521| 0;1517
1;030| 0;325| 0;1451 | 0O; 1463
1;230| 0;728| 0;1030]| 0; 1032
1;330| 0;930| 0;0657| 0; 0652
1;450| 1;194 | 0;0111]| 0;0129

Tabela 4.2: Valores nunericos e analticos para o gap de visons adjacentes no modelo
CYF na faixa de regimes de parametros;800 Js 1;450, com 0s respectivoks: .

(@) (b)

Figura 4.13: (a): Gap do par visons em furcao dé&g. (a): gapdo par de visons em furcao
de Js nos regimes estudados. A ocorréncia de um maximo el = 0;865 oukeg  Oe
mostrada.

podemos criar umgap entre (7;r ), semelhante ao processo da gura:’4, mas trocando
o sinal de umug qualquer na rede.
As guras 4:14 mostram os valores nunericos dgapem furcao del. calculados com

Js = 0;865. O comportamento dos dados commultiplo de 3 ou nao sao bem semelhantes
nos dois casos, com os valores formando curvas suaves que claramente convergem para
um valor assinbtico. Esta semelharca era esperada, uma vez que xamos 0 regime de
parametros e consequentemente o tamanho da superfcie de Fermi. As curvas delal
sao, e claro, as mesmas deMla. Extrapolando as curvas de 44b por polindbmios em
L !, para as curvas azul e vermelha e tomando a nedia dos valores obtidos, encontramos

M = 0:1046. Este regime de parametros, apesar de ser o mais simples que podemos

investigar, ilustra bem o que acontece de modo geral pata = J° >J, = J°, em redes
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de tamanhos su cientemente grandes:
v(73) > (7)) (4.24)

Podemos usar nosso netodo analtico para vericar o resultado. Se quisermos
utilizar a mesma forma da matriz (420), na patica, fazemos a troca ! J,,J°! J?,
gque e basicamente uma rotacao pon% na rede. Istoe importante pois esta matriz, de
forma condizente com nossa de ncao di(k), foi obtida com a escolha do triangulo
como elula uniarria. Os elementos diagonais das furcees de Green locais para os dois
casos s4ao iguais aMla. Os phase shiftspara os dois casos estao na gurals. Usando
0s mesmos netodos da secao anterior para calcular as integrai2l e (422), ogapentre
(7;r ) encontrado no limite termodinamicoe ? = 0;1078, que tamkem concorda com
(4:24). No limite termodinamico, estes valores seriam idénticos para pares com qualquer
um dos trés ou r adjacentes a um hexagono, uma vez que dependem  da difererca
entre osJ ., . Obviamente, para 0 caso em que todos ds. sao iguais, nao haveria

difererca entre (7;)e (7;r).

(@) (b)

Figura 4.14: Valores nunericos dagapdo par de visons em furcao do tamanho do sistema
para os pares{; )e ( 7;r).

@ (7;) (b) (7;r)

Figura 4.15: Phase shiftsobtidos no @lculo dogap para pares de plaquetas diferentes.



54

Captulo 5

Conclusees e Perspectivas

Nbs avaliamos duas tcnicas para calcular o par de visons em dois modelos de
Iquido de spin com dispersoes de Majorana sem gap. O netodo analtico para calcular o
gap no limite termodinamico, inspirado por [16], foi uma excelente aplicacao dos conceitos
de teoria de espalhamento e de muitos corpos do captulo 2, principalmente estudados em
[25, 30]. O netodo de diagonalizacao nunerica no espaco real, embora tenha sofrido
com diferentes efeitos de tamanhos nitos das redes, se mostrou bastante conavel para
redes su cientemente grandes, quando comparamos o0s valores obtidos com os do netodo
analtico. Conseguimos aplicar as duas tcnicas ao modelo CYF [18], encontrando uma
faixa de regimes de parametros do Hamiltoniano em que o gap tem valor maximo quando
a dispersao dos Majoranas se assemelha aos cones de Dirac do modelo de Kitaev, mas
decresce quando variamos estes parametros para aumentar o tamanho da superfcie de
Fermi. Em [42] a uma discussao sobre o0 modelo de Kitaev submetido a outras interacoes,
no qual o fechamento da@yap de visonse um crierio para separacao entre a fase QSL e
outras fases. No modelo CYF, vimos quegapde visons fecha quando samos dos regimes
de parametros que dao o estado fundamental na con guracag;; € aumentamos a
superfcie de Fermi. Isto pode indicar que QSLs com superfcies de Fermi muito grandes
sao difceis de estabilizar.

O espectro do modelo CYFe bastante rico. Pode ser interessante tentar calcular
0 gap de visons em uma das outras trés con guracees de uxo, a que estas permitem
dispersees de Majoranas diversas. Um caso interessantee a superfcie de Fermi como a
da gura 3 de [43], quee permitida quando tomamos alguns dos parametros de acopla-

mento negativos. Esta superfcie de Fermi de "guarda chuva"se distingue das redondas
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e pequenas que lidamos neste trabalho: ela nao tem curvatura e isto pode acarretar
em comportamentos bem diferentes de algumas propriedades fsicas, como as correlacees
de spin [44]. Uma superfcie de Fermi deste tipo pode ser obtida no modelo CYF com
os parametrosf1; 1;1; 1;0g, mas tem estado fundamental na con guracao de uxos

5:3,0 , que como mencionamos anteriormente, precisa ser escrita em uma rede de elula
unieiria com pelo menos 6 stios.

De modo geral, uma das di culdades do trabalho foi tentar calcular o gap em

outras con guracees de uxo, que nao a 5,5; . Para estudar como , varia com
a superfcie de Fermi, car nesta con guracao era 0 Suciente, mas ha mais para se
explorar. Uma alternativa pode ser acrescentar no Hamiltoniano termos que deslocam as
energias dos estados fundamentais de cada con guracao de uxo sem alterar a dispersao
de Majoranas. Esses termos podem ser somas sobre operadores de plaguetas que, na
patica, vao somar ou subtrair constantes nas energias deslocando o estado fundamental
para a con guracao desejada. Veja por exemplo a equacao (5) de [18]. Com algo assim,
talvez possamos calcular o gap de visons em uma con guracao de uxos qualquer, ainda

usando a como plano de fundo. Entretanto, o valor calculado para o gap, por

2121
exemplo, para o caso da superfcie de Fermi de "guarda chuva", usando os dois netodos,
foi bem diferente. Sendo assim, o problema nao deve ser resolvido somando uma mesma
constante nos dois casos, mas talvez ajustando os operadores de plaquetas considerando
as nas quais visons foram criados.

Outro problema que pode ser atacado no futuroe entender comoe a dependéncia da
energia em furcao da distAncia de separacao entre dois visons. Em [45] ha um resultado,
pelo mesmo nmetodo nunerico da subsecao:®1, para a energia do par de \ortices no
modelo de Kitaev quando eles sao separados em alguma direcao na rede honeycomb.
Para o determinado regime de paramentros, a energia oscila e converge para um valor
nito com a ditancia de separacao. Pode ser interessante questionar se, para um modelo
com superfcie de Fermi, a energia entre os visons em furcao da distanciae do tipo lei de
poténcia com oscilacees que dependemkie, em analogia a oscilacees de Friedel [30, 44].
Tentamos reproduzir isso no modelo CYF, mas os efeitos de tamanho nito sao fortes:
para diferentes tamanhos de rede, as energias em furcao da distancia entre dois \ortices

variam muito, di cultando alguma conclusao.

Expandir o metodo analtico para o @lculo do gap de visons espacialmente sepa-
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rados tamlem pode ser algo interessante, poem bastante complicado. Isso implicaria em
usar um potencial que naoe mais local, que como vimos na seca®, @ requisito funda-
mental para escrever uma expressao exata para a maffi¢E) e consequentemente para o
gap de visons. Por m, seria interessante entender sicamente o motivo do gap dos visons
diminuir com o tamanho da superfcie de Fermi. Usando a interpretacao do problema
de criar visons como um problema de espalhamento, talvez seja possvel formular uma
expressao analtica para o gap como furcao ¢ em um modelo com superfcie de Fermi

mais simples.
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Apéndice A

Catilogo de Superfcies de Fermi

Figura A.1: corte das Bandas de energia no modelo CYF cdm = 0, obtidas variando
Js com os demais acoplamentos senéla; 0; G, 5; 1; 0; 0, 59
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Figura A.2: corte das Bandas de energia no modelo CYF cdip = 0, obtidas variando
Js com os demais acoplamentos senélt; 0; G 5; 1; 0; 0, 59
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J5 = 0.400 J5 = 0.500

Figura A.3: Superficies de Fermi obtidas variando Js com os demais acoplamentos sendo
T1;0;0;5;1;0;0; 59
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