
Universidade Federal do Rio Grande do Norte

Centro de Ciências Exatas e da Terra

Departamento de Física

Programa de Pós-graduação em Física

Efeitos de Atenuação na Propagação de Ondas Acústicas

Dissertação de Mestrado

por

Marcos Davi Falcão Gadelha

Orientador: Prof. Dr. João Medeiros de Araujo

Coorientador: Dr. Carlos Alexandre Nascimento da Costa

Natal, Março / 2025



Marcos Davi Falcão Gadelha

Efeitos de Atenuação na Propagação de Ondas Acústicas

Dissertação apresentada ao Programa de
Pós-graduação em Física do Departamento
de Física Teórica e Experimental da
Universidade Federal do Rio Grande do
Norte, como requisito parcial para a
obtenção do Título de Mestre em Física.

Orientador: Prof. Dr. João Medeiros de Araujo

Coorientador: Dr. Carlos Alexandre Nascimento da Costa

Natal

2025



Gadelha, Marcos Davi Falcão.
   Efeitos de atenuação na propagação de ondas acústicas /
Marcos Davi Falcão Gadelha. - 2025.
   65 f.: il.

   Dissertação (mestrado) - Universidade Federal do Rio Grande
do Norte, Centro de Ciências Exatas e da Terra, Programa de Pós-
Graduação em Física. Natal, RN, 2025.
   Orientação: Prof. Dr. João Medeiros de Araujo.
   Coorientação: Prof. Dr. Carlos Alexandre Nascimento da Costa.

   1. Física - Dissertação. 2. Efeitos de atenuação -
Dissertação. 3. Fator Q - Dissertação. 4. Propagação de onda
acústica - Dissertação. 5. Propagação de onda viscoacústica -
Dissertação. I. Araujo, João Medeiros de. II. Costa, Carlos
Alexandre Nascimento da. III. Título.

RN/UF/CCET                                      CDU 53(043.3)

Universidade Federal do Rio Grande do Norte - UFRN
Sistema de Bibliotecas - SISBI

Catalogação de Publicação na Fonte. UFRN - Biblioteca Setorial Prof. Ronaldo Xavier de Arruda - CCET

Elaborado por Joseneide Ferreira Dantas - CRB-15/324



Agradecimentos

Gostaria de agradecer a Deus pela benção divina de ter nascido através dos meus

pais, Francisco Milton Gadelha da Silva e Rosa Alessandra Falcão da Silva, que são res-

ponsáveis pela pessoa que me tornei e que hei de me tornar.

À minha noiva Alyssa Ramalho, que está ao meu lado nos momentos mais felizes e

difíceis de minha vida. Obrigado por me ajudar e apoiar em todos os projetos da minha

vida.

O acaso ou a sorte presenteou-me com a orientação do Prof. Dr. João Medeiros

de Araújo, o qual admiro de forma surreal e me inspiro diariamente. Obrigado pelos

conselhos sérios, mas, ao mesmo tempo, engraçados pela forma de falar. Admiro muito a

sua humildade.

Ao meu coorientador Dr. Carlos Alexandre Nascimento da Costa, o qual me aju-

dou extremamente na elaboração deste trabalho. Obrigado pelas discussões, conselhos e

auxílio em Fortran.

Aos grandes amigos, ou irmãos da vida e da Física, grande Físico Paulo Douglas,

Diogo Duarte(Mineirinho) e Emanuel Caio.

Ao prédio Ciscpet, onde tive um lugar de trabalho, agradeço a todos, sobretudo a

Edwin Fagua e Ramon Araújo.

Por fim, gostaria de agradecer ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Científico

e Tecnológico por ter financiado o recurso para investir na pesquisa.



Qualquer tecnologia suficientemente

avançada é indistinguível de magia.

Arthur C. Clarke



RESUMO

A propagação de energia em forma de onda é uma das expressões mais elegantes da natu-

reza, uma vez que carrega consigo características do meio os quais podem ser investigados

por diferentes métodos. Neste trabalho, partiremos de um cenário idealizado através da

propagação de onda acústica a fim de transpor para modelos que tendem a realidade,

incorporando efeitos de atenuação, isto é, perdas de energia. Inicialmente, faremos um

estudo da propagação de onda acústica nos domínios do tempo e da frequência. Em se-

guida, introduziremos a propagação de onda viscoacústica, cujo objetivo é fazer com que

esses efeitos sejam explicitados. Nessa parte, quantificaremos o impacto da atenuação na

propagação de onda através do fator Q. Por fim, modelamos o campo de pressão com

objetivo de obter as soluções numéricas para o problema e, assim, fazer com que seja

explicitado as diferenças entre as propagações em função desses efeitos. Tal investigação

contribui para termos uma melhor compreensão da Física Ondulatória.

Palavras-chave: Efeitos de Atenuação, Fator Q, Propagação de Onda Acústica, Propaga-

ção de Onda Viscoacústica.



ABSTRACT

The propagation of energy in wave form is one of nature’s most elegant expressions,

since it carries with it characteristics of the medium which can be investigated by dif-

ferent methods. In this work, we will start from an idealized scenario of acoustic wave

propagation in order to transpose it into models that tend towards reality, incorporating

attenuation effects, i.e. energy losses. Initially, we will study acoustic wave propagation in

the time and frequency domain. Next, we will introduce viscoacoustic wave propagation,

the aim of which is to make these effects explicit. In this part, we quantify the impact

of attenuation on wave propagation through the Q factor. Finally, we model the pressure

field in order to obtain numerical solutions to the problem and thus make the differences

between propagations explicit as a function of these effects. This research contributes to

a better understanding of Ondulatory Physics.

Keywords: Attenuation Effects, Q Factor, Acoustic Wave Propagation, Viscoacoustic

Wave Propagation.
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1 INTRODUÇÃO

Existem várias maneiras de descrever a natureza e uma delas é através da Física.

Essa ciência, a qual é uma das mais fundamentais faz com que tenhamos um olhar puro

para alguns fenômenos naturais. Este trabalho tem como �nalidade investigar a natureza

de uma forma mais curiosa indo de um ponto ideal para outro de maior complexidade.

Efeitos de Atenuação na Propagação de Onda Acústica nascem do fato de que quando o

modelo trabalhado tende a ser mais realista aparecem fenômenos, os quais fazem com que

a física do problema varie, pois devido à anelasticidade e a heterogeneidade do meio as

ondas são atenuadas quando interagem com a subsuperfície, tendo essa atenuação sísmica

dois efeitos, que são a dissipação e a dispersão (YANG; LIU; REN, 2014), fazendo com

que, nesse caso, existam, durante o processo, perdas de energia, que podem se converter

em calor(MÜLLER; GUREVICH; LEBEDEV, 2010).

Figura 1: Efeitos de atenuação sísmica (ZHOU et al., 2011).

Nesse contexto, uma das principais mudanças na análise desses efeitos são as mu-

danças de características da propagação de onda, pois será visto adiante variações de am-

plitude e dispersão de fase de onda. É importante destacar que este trabalho relaciona-se

também a vários problemas de aplicação prática. Exemplo disso são os problemas cau-

sados no imageamento sísmico, uma vez que a diminuição de amplitude de onda provoca

impactos na geração de imagem de reservatórios de petróleo e gás (ZHOU et al., 2011).

Na migração, por exemplo, que é uma técnica de imageamento, são incorporados esses

efeitos com o objetivo de fazer com que possamos diminuir a imprecisão da imagem mi-
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grada, pois tem-se, com a incorporação desses impactos, uma forma de compensar essas

perdas (DUTTA; SCHUSTER, 2014) (GUO; MCMECHAN; GUAN, 2016).

Além disso, outro ponto importante do trabalho é destacar as características da

propagação de onda viscoacústica. Para isso, partiremos inicialmente da propagação

acústica, onde a equação de onda é mais simples, isto é, sem nenhum efeito de atenuação.

Para inserir esses efeitos deduziremos a equação de onda no domínio da frequência a partir

de um modelo de velocidade que contém os dois fenômenos investigados.

Com objetivo de visualizar esses efeitos, que são de dispersão e dissipação de ener-

gia, implementamos computacionalmente essas equações em 2D com todas as caracte-

rísticas apontadas no artigo selecionado para este trabalho, que é Yang e Zhu (2018a),

destacando as diferenças em relação à simulação da propagação acústica e à viscoacústica.

Ademais, vale destacar que este trabalho preocupou-se com a investigação dos fenômenos

de modelos mais realísticos, como a inserção, além desses efeitos citados, de densidade

variável. Evidencia-se, também, neste trabalho, a origem do fator Q, o qual quanti�ca

o impacto da atenuação na propagação. Esse fator é de extrema importância, pois sua

implementação faz com que sejam obtidos diferentes eventos em que os efeitos podem ser

mais ou menos intensos em função dessa quantidade.

Dessa forma, revisitamos o trabalho realizado de Yang e Zhu (2018a) a �m de

investigar modelos que tendem à realidade, que é o objetivo principal do trabalho, pois

observar as perdas de energia em uma propagação e os impactos que transmite faz com

que observemos fenômenos com uma percepção mais apurada da realidade, sabendo que

existem diversos problemas relacionados a aplicações dessa ciência (ZHAO; MAO; REN,

2018), assim como os que foram referenciados anteriormente.

Faremos um estudo da propagação de onda até chegarmos na equação viscoacús-

tica. Nesse processo, existem alguns processos que contribuirão com o resultado, que são

os coe�cientes produzidos, inicialmente, a partir das deduções no domínio da frequência.

O processo no domínio do tempo contribui para obtenção dos "snapshots"para visualizar

e comparar as variações das propagações com a entrada desses coe�cientes.

É possível realizar a análise do fenômeno diretamente no domínio da frequência.

Contudo, a implementação nesse domínio elevaria consideravelmente o custo computacio-

nal. Assim, a equação viscoacústica foi resolvida numericamente via diferenças �nitas no

domínio do tempo, com a transformada de Fourier aplicada apenas no termo de dissipação
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de energia no campo de pressão.

Ademais, será incluído a parte da equação de onda viscoacústica o fator Q, o qual é

de extrema importância para observar o impacto da atenuação nas propagações. Por �m,

os exemplos numéricos mostrarão a relação entre o desenvolvimento teórico e os resultados

obtidos.

O trabalho está estruturado da seguinte forma. No Capítulo 1, são introduzidos

os conceitos fundamentais sobre a propagação de onda e seus efeitos de atenuação. No

Capítulo 2, é apresentada a teoria de propagação acústica até a viscoacústica, evidenci-

ando a importância do fator Q e os mecanismos de dispersão e dissipação. No capítulo

3, é desenvolvido a modelagem matemática do campo de pressão, incluindo a dedução

da equação viscoacústica. No capítulo 4, são implementadas as equações deduzidas no

capítulo 3 para realizar as simulações numéricas, comparando diferentes propagações. No

capítulo 5, �nalmente, são discutidas as conclusões desta pesquisa.
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2 TEORIA DE PROPAGAÇÃO DE ONDA

Um dos fenômenos mais excepcionais da natureza é a propagação de energia en-

tre diferentes meios, permitindo que informações sejam analisadas através de modelos

físico-matemáticos capazes de simular partes da realidade. É possível fazer uma análise

idealizada desse modelo, mas, neste trabalho, observaremos a propagação de onda mecâ-

nica em meios de densidade variável e dissipativos, tendo como um dos focos o estudo de

atenuação sísmica.

Neste capítulo, inicalmente, abordaremos os principais aspectos teóricos do tra-

balho, pois começamos o desenvolvimento teórico a partir do ponto idealizado falado

anteriormente, isto é, da propagação acústica até a viscoacústica. Com isso, será intro-

duzido a noção de elementos que fazem parte do meio visco, que são o surgimento de

fenômenos de dispersão e dissipação.

A análise da equação viscoacústica apresentada neste capítulo tem como objetivo

estabelecer uma relação direta com o problema central deste trabalho. Essa equação é

estruturada de maneira que possibilita a separação de seus efeitos, permitindo o trata-

mento isolado dos termos associados a dispersão de fase e a dissipação. Essa abordagem

é análoga à metodologia empregada na equação de modelagem, cuja descrição detalhada

será apresentada no próximo capítulo.

Além disso, faremos um estudo sobre o fator Q, o qual é evidenciado na equação

viscoacústica. Finalmente, terminaremos investigando o surgimento dos fenômenos de

dispersão e dissipação.

2.1 Equação de onda acústica no domínio do tempo

É interessante introduzir primeiro a equação de onda acústica para transpor o

conhecimento até a equação visco-acústica. Dessa forma, partiremos da equação de onda

acústica no domínio do tempo, que pode ser escrita como,

�r :
�

1
� (x; z)

r P(x; z; t)
�

� � (x; z)
@2P(x; z; t)

@t2
= f (x; z; t) ; (2.1)

onde (x; z) 2 
 0 � R2 são coordenadas espaciais com domínio físico
 0, � (x; z) é a

densidade do meio,� (x; z) é a compreensibilidade,P(x; z; t) é o campo de pressão e
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f (x; z; t) é o termo fonte. Podemos substituir na equação (2.1) a velocidade da propagação

da onda, que é dada porv2(x; z) = 1 =(� (x; z)� (x; z)) . Assim, podemos reescrever a

equação como

�r :
�

1
� (x; z)

r P(x; z; t)
�

�
1

v2(x; z)� (x; z)
@2P(x; z; t)

@t2
= f (x; z; t) : (2.2)

A �m de resolver a equação numericamente, é necessário fazer algumas adapta-

ções, como usar uma malha computacional para simular a propagação no tempo. Para

isso, usa-se, neste tabalho, o Método de Diferenças Finitas em função da ordem que for

necessário(vide Apêndice A.4).

2.2 Equação de onda acústica no domínio da frequência

Como o foco do trabalho é a investigação da atenuação, é imprescindível a equação

de onda no domínio da frequência, uma vez que será realizada, ao longo do trabalho,

deduções de termos relacionados aos efeitos que partem desse domínio. Podemos trans-

formar a equação (2.2) para o domínio da frequência através da transformada de Fourier.

Assim, a equação de onda no domínio da frequência pode ser escrita como,

�
! 2

� (x; z)v2(x; z; ! )
P(x; z; ! ) � r :

�
1

� (x; z)
r P(x; z; ! )

�
= f (x; z; ! ) ; (2.3)

onde P(x; ! ) é o campo de pressão no domínio da frequência,� (x; z) é a densidade do

meio ef (x; z; ! ) é o termo fonte. Essa equação também é conhecida como equação de

Helmholtz.

A análise nesse domínio é importante, uma vez que quando estamos observando

efeitos de atenuação existe uma dependência de variáveis com relação as frequências as-

sociadas. Por exemplo, a dispersão é um termo que surge a partir da diferença entre as

velocidades de fase e grupo, fazendo com que haja uma diferença de sinais ou frequências.

Logo, para inserir esses efeitos, o modelo de velocidadev2(x; z; ! ) será alterado (YANG;

ZHU, 2018a).

Assim como no domínio da frequência, podemos discretizar a equação 2.3. No

entanto, diferentemente da equação no domínio do tempo onde podemos obter explicita-
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mente a evolução temporal do campo de pressão, no domínio da frequência tem-se um

sistema linear de equações, sendo suas variáveis os valores do campo.

Dessa forma, podemos aproximar o laplaciano por meio do método de diferença

�nita de segunda ordem, mas de forma diferente, pois como teremos um sistema linear

podemos combinar os elementosi; j em um índice únicol. Sendo assim,

Pl+ nz � 2Pl + Pl � nz

� x2
+

Pl+1 � 2P t
l + P t

l � 1

� z2
+

! 2

v2
l

Pl = � sl ; (2.4)

onde l representa o número da equação ou o numéro de linha da matriz. A partir dessa

equação, obtem-se um sistema desta forma,

0

B
B
B
B
B
B
@

! 2

v2
l

� 2
� x2 � 2

� z2
1

� z2 � � � 1
� x2 � � � 0

1
� z2

! 2

v2
l

� 2
� x2 � 2

� z2
1

� z2 � � � 1
� x2 � � �

...
. . .

... � � �
...

1
� x2 � � � 1

� z2
! 2

v2
l

� 2
� x2 � 2

� z2
1

� z2 � � �

1

C
C
C
C
C
C
A

| {z }
r 2+ ! 2=v2

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

P1

...

Pl

...

PM

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

| {z }
P

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

s1

...

sl

...

sM

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

| {z }
s
(2.5)

onde M = nx � nz é o número de elementos do modelo de velocidade. A matrizr 2 +

! 2=v2 é conhecida como a matriz de impedância, representando a propagação de onda.

Assim, essa parte pode ser custosa do ponto de vista computacional quando trata-se de

implementação da equação de onda no domínio da frequência em relação ao tempo, pois

observa-se, segundo a equação (2.5), que um dos maiores desa�os é o tamanho da matriz

de impedância em função da ordem de aproximação da diferença �nita.

2.3 Propagação de onda viscoacústica

Os efeitos dispersivos e dissipativos, obviamente, não podem ser analisados através

da equação de onda acústica, porque descreve o fenômeno por uma visão idealizada onde o

espectro de amplitude de onda, por exemplo, não diminui em relação as propagações visco-

acústica. A palavra visco é usada quando queremos nos referir a meios com atenuação,

isto é, meios com perdas de energia.

Ademais, existem estudos não somente com os modelos visco-acústicos, mas tam-
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bém os visco-elásticos, por exemplo. No entanto, como o olhar é para meios não sólidos

iremos fazer uma investigação visco-acústica. Dessa forma, podemos partir da equação de

onda acústica para a visco-acústica, que pode ser escrita como (DENG; MCMECHAN,

2007),

 g
v0

@tP +
1
v2

0
@2

t P = r 2P ; (2.6)

onde g = ! 0=v0Q, sendo = 1 ou  = � 1 uma constante que simula a propagação

em um meio viscoso de onda direta e retropropagada, respectivamente. Uma observação

importante a ser feita é o aparecimento doQ, que é conhecido como fator de qualidade.

Como foi mencionado anteriormente, ao realizar uma análise sob uma perspectiva

mais realista, surgem efeitos inerentes à natureza, como a dissipação de energia e a dis-

persão. Neste contexto, o fator de qualidade(Q) quanti�ca o impacto na propagação de

onda. Isso será explorado com mais detalhes nas seções subsequentes.

Sendo assim, iremos construir um conhecimento da propagação visco-acústica atra-

vés do modelo de atenuação de Kjartansson
 (ZHU; HARRIS, 2014). A partir da relação

de Azimi, podemos utilizar o fator� (! ) através da variação de frequência de velocidades

de fase da onda. Dessa forma, escrevemos

� (! ) = a1j! j1� 
 : (2.7)

Obtemos a velocidade de fase da seguinte forma,

1
v(! )

=
1

v1
+ a1j! j � 
 cot

� �
2



�

; (2.8)

onde v(! ) é a velocidade de fase em função da frequência ea1 é uma constante. Para

obter a Kjartansson's
 consideramos av1 como espectro de velocidades em que! tende

a in�nito, isto é, v� 1
1 = 0. Assim,

1
v(! )

= a1j! j 
 cot
� �

2



�
: (2.9)

Podemos exprimir
 , por exemplo, a partir do modelo de Q (WANG, 2008) e, assim,

Q(! ) =
1
2

��
j! j 


a1v1
+ cot

� �
2



� �

�
�

j! j 


a1v1
+ cot

� �
2



� ��

: (2.10)
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Como foi dito anteriormente, faremos as mesmas considerações onde foram feitas na equa-

ção (2.9) e, então,

Q �
1
2

h
cot

� �
2



�

� tan
� �

2



�i
; (2.11)

e, �nalmente,


 =
2
�

arctan � 1

�
1

2Q

�
�

arctan (1=Q)
�

: (2.12)

O valor de
 é obtido considerando-o como um valor pequeno para fazer as devidas

simpli�cações. Portanto, observa-se por essa equação que o modelo Q de Kjartansson's é

entendido como a relação entre� e o fator de qualidade. Além disso, nos casos em que

os efeitos de atenuação são irrelevantes
 tende a 0.

Como o campo de pressão interage com o meio teremos a relação de estresse-tensão

a partir da função de relaxação, cujo objetivo é relacionar a resposta da tensão a partir da

diminuição do estresse. Ademais, a formulação dessa função usa derivadas fracionárias.

Sendo assim, de acordo com Zhu e Harris (2014), podemos exprimir a função de relaxação

desta forma,

 1� 2
 (t) =
M 0

�(1 � 2
 )

�
t
t0

� � 2


H (t) ; (2.13)

ondeM 0 = � 0c2
0cos2(�
= 2) é o módulo de volume,� 0 é a densidade,� é a função gamma

de Euler e t0 = 1=! 0. Observamos, também, a presença do termo
 com o fator de

qualidade, que foi evidenciado na equação (2.12). Para essa análise, a relação de estresse-

tensão pode ser obtida em termos da derivada fracionária como uma convolução da função

de relaxação e a variação da tensão(") conforme descrito por Caputo (1967),

� =  1� 2
 (t) �
d"
dt

=
�

M 0

t � 2

0

�
@2
 "
@t2


; (2.14)

observa-se, a partir dessa equação, que� uma modi�cação do estresse a partir do modelo

Q de Kjartansson's e, assim, deve satisfazer as condições para casos especi�cos. Exemplo

disso é que quandoQ ! 1 reduzimos a equação (2.14) para o caso elástico aonde

� = M 0" . Além disso, como tratamos de uma convolução vemos que o comportamento da

derivada fracionária@2
 =@t2
 depende das características da função relaxação 1� 2
 (t).
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Sabendo que o objetivo é visualizar a equação da onda podemos relacionar a 2.14 usando

a equação de conservação do momento linear,

@
@t

v =
1
� 0

r � ; (2.15)

e, também, a equação de tensão-velocidade,

@
@t

" = r :v (2.16)

onde � é o campo de estresse e" é a tensão. Segundo Carcione (2022) e Zhu e Harris

(2014) obtemos a equação de onda fracionária a partir da relação da equação (2.14) com

o as (2.15) e (2.16). Obtemos assim,

@2� 2
 �
@t2� 2


= c2! � 2

0 r 2� ; (2.17)

ondec2 = M 0=� 0 e o expoente2� 2
 é a ordem fracionária. Ao analisar essa equação �ca

mais simples obter a relação de dispersão, pois podemos separar a dispersão de fase e a

dissipação. Para isso, podemos relacionar a solução da onda planaexp [i (!t � ekr )] com a

equação 2.17 e, assim,

! 2

c2
� (i )2
 ! � 2


0 ! 2
 ek2 : (2.18)

Para realizar a separação dessa equação em duas partes desejadas mencionadas anteri-

ormente, podemos derivar essa a equação, considerando o termoi 2
 , que pode ser visto

comoi 2
 = cos (�
 ) + i sin (�
 ). Dessa forma,

! 2

c2
� c2


0 ! � 2

0 cos (�
 )ek2
 +2 + ( i! )c2
 � 1

0 ! � 2

0 sin (�
 )ek2
 +1 : (2.19)

Finalmente, podemos observar a separação da relação de dispersão. Como o objetivo é

fazer com que a equação (2.19) possa ser usada na equação de onda podemos aplicar a

transformada temporal e espacial de Fourier, que pode ser escrito como um Laplaciano fra-

cionário em que, segundo Chen e Holm (2004),ek2
 +2 ! (�r 2)
 +1 e ek2
 +1 ! (�r 2)
 +1 =2

e, assim, podemos escrever



21

1
c2(r )

@2� (r; t )
@t2

= � 0(r )
�
� (r )(r 2)
 (r ) + � (r )

@
@t

(�r 2)
 (r )� 1=2

�
� r

�
1

� 0(r )
r � (r; t )

�
(2.20)

Dessa forma, observa-se a equação de onda em meio heterogêneo com os termos

separados, sendo a parte da dispersão de fase o� (r )(r 2)
 (r ) e a parte da dissipação,

também conhecido como "amplitude loss", isto é, o termo que causa a diminuição de

amplitude de onda é dada pela parte� (r ) @
@t(�r

2)
 (r )� 1=2, aonde o� e � podem ser escritos

a partir da equação 2.19. Ademais, uma observação importante é que se usa derivadas

fracionárias nessa análise com o objetivo de veri�car a equação de onda com o Q quase

constante. Quando Q se aproxima do in�nito
 tende a 0 e, sendo assim, reobtemos a

equação para a propagação de onda acústica.

2.3.1 De�nição de Q

Um dos aspectos fundamentais deste trabalho é compreender o fator de quali-

dade(Q), uma vez que quanti�ca o impacto da atenuação na propagação de onda acús-

tica. Uma melhor compreensão desse fator faz com que possamos obter modelos capazes

de descrever matemáticamente esses impactos e, até mesmo, em alguns casos, compensar

a perda de amplitude de onda devido a inelasticidade e heterogeneidade da subsuperfície.

A palavra quanti�car, usada em um momento anterior, é de extrema importância,

pois é a partir desses valores que observaremos a in�uência do fator na propagação de

onda. Segundo Carcione (2022) e Aki e Richards (2002), conseguimos relacionar essas

quantidades numéricas com relação a atenuação desta forma,

Classi�cação da atenuação:

8
>>>>><

>>>>>:

Forte : Q � 10-50;

Media : Q � 70-300;

F raca : Q > 1000.

Segundo Wang (2008), podemos de�nir o Q a partir da média dessa quantidade

como

Q(! ) =
1
2

�
j! j

� (! )c(! )
�

� (! )c(! )
j! j

�
; (2.21)

e, sabendo que os valores do fator de qualidade devem ser positivos, uma vez que é uma

quantidade que é não natural seus valores negativos então
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Q(! ) �
1
2

�
j! j

� (! )c(! )

�
: (2.22)

Podemos descrever essas quantidades relacionados aos fatores de tensão-estresse devido

a propriedades intrínsecas dos materiais onde ocorre a propagação de onda, pois há a

interação entre o campo de pressão o qual perturba o meio. Sendo assim, a relação entre

esses fatores podem ser escritos matemáticamente

�( ! ) = M (! )E(! ) ; (2.23)

aonde �( ! ) é o fator de estresse,M (! ) é o módulo elástico eE(! ) é a tensão. Essa

relação faz com que tenhamos na propagação um atraso de fase em virtude da diferença

entre o tempo relativo entre dois sinais senoidais e, sendo assim, é a partir disso que surge

a função dissipação que pode ser obtida através de

� �
1

Q(! )
=

M Im (! )
MRe(! )

: (2.24)

Essa relação entre o módulo é complexa, isto é, existe a parte real e a imaginária. Podemos

analisar a in�uência da função dissipação na propagação de uma onda plana, por exemplo.

O fato de termos um meio visco-acústico faz com que o número de onda seja complexo e,

assim, podemos escrever

k(! ) =
!

c(! )
=

!
v(! )

� i� (! ) ; (2.25)

como a onda propaga-se por um volume pertubando o meio temos, também, a relação da

velocidade complexa,

c(! ) =

s
M (! )

�
: (2.26)

Com objetivo de inserir (2.26) na equação (2.25) reescrevemos desta forma

1
c2(! )

=
�

1
v(! )

�
i� (! )

!

� 2

; (2.27)

sabendo que1=c2(! ) = �=M (! ), temos,
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�
jM (! )j

=
1

v2(! )
�

2i� (! )
v(! )!

+
i 2� 2(! )

! 2
: (2.28)

Dessa forma, observamos o módulo real e imaginário através dessa expansão. Para me-

lhorar a visualização faremos a separação deles da seguinte forma,

MRe(! ) =
�

1
v2(! )

�
� 2(! )
v(! )!

�
jM (! )j2

�
; (2.29)

e, usando a equação (2.28), determinamos a parte imaginária do módulo como

M Im (! ) =
2� (! )
v(! )!

jM (! )j2

�
: (2.30)

A partir das equações 2.29 e 2.30 podemos obter o coe�ciente de atenuação e a velocidade

de fase, respectivamente. Sendo assim,

� (! ) =
j! jM im (! )

jM (! )j

r
�

2[MRe(! ) + jM (! )j]
; (2.31)

e,

1
v(! )

=
1

jM (! )j

r
� [MRe(! ) + jM (! )j]

2
: (2.32)

A �m de simpli�car ainda mais essas equações, é possível usar a equação (2.24). Dessa

forma, as equações (2.31) e (2.32) podem ser escritas, respectivamente, como

� (! ) = j! j
r

�
MRe(! )

�
q

2(1 + � 2)(1 +
p

1 + � 2)
; (2.33)

e,

1
v(! )

=

s
1

jMRe(! )j

s
1 +

p
1 + � 2

2(1 + � 2)
: (2.34)

Observando essas duas equações notamos que, para obter mais informações, podemos

aproximar essas equações para o caso em que� � Q� 1 << 1. Finalmente,

� (! ) � j ! j
r

�
MRe(! )

�
2

(2.35)

e,
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1
v(! )

�
r

�
MRe(! )

: (2.36)

Portanto, as equações (2.35) e (2.36) nos dizem que tanto o coe�ciente de atenuação

quanto a velocidade de fase tem uma dependência em função de
p

�=M Re(! ), mas somente

� (! ) tem uma relação com� . A combinação dessas duas equações, por exemplo, faz-nos

obter a equação (2.22).

2.3.2 Decaimento de amplitude

Segundo Aki e Richards (2002), a amplitude pode decair temporalmente e espaci-

almente. Podemos relacionar a variação de energia com Q desta forma,

1
Q(! )

= �
� E
2�E

; (2.37)

onde E é a energia armazenada em um certo volume e� � E é a variação de energia.

Nesse caso, a variação é de energia dissipada em cada ciclo. A partir disso, podemos fazer

essa relação com a variação de amplitude. Sendo assim,

1
Q(! )

= �
1
�

� A
A

: (2.38)

Podemos seguir a mesma analogia usada para obter a equação (2.37), poisA é a amplitude

de pico e� A é a variação da mesma devido aos efeitos de atenuação. A equação (2.38)

faz com que possamos visualizar que a amplitude diminui com�=Q (! ). Nesse sentido,

conseguimos modelar a amplitude no tempo desta forma,

A(t) = A0

�
1 �

�
Q

� n

; (2.39)

onden são os passos temporais. A partir da relação! = 2�=t deduzimos esses passos por

ciclo, os quais são2�=!; 4�=!; 6�=!; :::; 2n�=! . Dessa forma, escrevemos a função (2.39)

como

A(t) = A0

�
1 �

!t
2Qn

� n

; (2.40)

Escreveremos a equação (2.40) a partir da de�nição conhecida comoexp(x) = lim
n!1

(1 +

x=n)n . Finalmente, esta é a equação em que é possível visualizar o decaimento temporal
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de amplitude,

A(t) = A0 exp
�

�
!t
2Q

�
: (2.41)

Já no decaimento espacial teremos a variação de amplitude em relação a distância in�ni-

tesimais ao longo do eixo x, por exemplo. Sendo assim, podemos escrever

� A =
dA
dx

� ; (2.42)

fazendo a mesma analogia com a equação (2.38) temos

1
Q(! )

= �
1
�

dA
dxA

� ; (2.43)

onde � = 2�c=! . Dessa forma, substituindo esse termo e, além disso, rearranjando a

equação (2.43),

dA
A

= �
!

2Q(! )c
dx ; (2.44)

e, �nalmente, é possível observar a equação (2.44) desta maneira,

A(x) = A0 exp
�

�
!x
2Qc

�
: (2.45)

Ao observar equação (2.45) obtemos a taxa de atenuação, que será importante ao decorrer

do trabalho, que é dado como� (! ) = != 2Qc.

Litologia Q
Rochas sedimentares 20-200
Arenitos 70-130
Argila/xisto 20-70
Calcário 50-200
Chalk (giz) 135
Dolomitas 190
Rochas preenchidas com
gás

5-50

Rochas metamór�cas 200-400
Rochas ígneas 75-300

Tabela 1: Tabela de litologias e valores de Q (SHERIFF; GELDART, 1995).
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2.3.3 Dispersão e dissipação

A dispersão é outro fenômeno relacionado à atenuação que surge devido à diferença

entre a velocidade de fase e a de grupo, fazendo com que ocorra uma separação entre as

frequências. Para seguir esse raciocínio, iremos assumir a propagação de onda plana na

direção x em que a frente de onda chega primeiro à posiçãox = 0 no instante t = 0.

Associaremos a frente de onda como componentes de Fourier de forma que,

u(x; ! ) = u(0; ! ) exp (iKx ) ; (2.46)

Outro detalhe a se destacar é que o numéro de ondaK é complexo,

K =
!

c(! )
+ i� (! ) ; (2.47)

Como a equação (2.46) não é absolutamente integrável a transformada de Fourier não

pode ser encontrada diretamente e, assim, iremos fazer uma superposição linear da onda

em u(x; t )

u(x; t ) =
1

2�

� 1

�1
u(0; ! ) exp [i (kx � !t )]d! ; (2.48)

a partir dessa equação observamos a superposição entre o passo inicial da frente de onda

e sua propagação no tempo. Além disso, podemos deduzir que existem duas funções os

quais podem ser separados como uma convolução deu(0; ! ) com

p(x; t ) =
1

2�

� 1

�1
exp [i (kx � !t )]d! ; (2.49)

e, assim, vemos a relação entre a atenuação emp(x; t ) com o número de onda complexo,

que pode ser descrito de forma mais detalhada a partir desta forma em que ambas são

equivalentes,

p(x; t ) =
1

2�

� 1

�1
exp

�
� !x
2cQ

�
exp

h
i!

� x
c

� t
�i

d! : (2.50)

Ao analisarmos a equação (2.50), veri�camos que não há dispersão, uma vez que

o pulso de onda é obtido através da componente de Fourier, mostrando que a amplitude

manterá-se constante e, além disso, a valocidade de propagação dac é constante.
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No entanto, para que a propagação de onda tenha efeitos de atenuação é necessário

que haja uma diferença entre a velocidade de fase e de grupo, permitindo a separação de

frequências.

Para isso, usaremos dois modelos que são capazes de simular esses impactos que

tendem a realidade, que são a transformada de Hilbert e a relação de Azimi cujo objetivo

é fazer com que haja essa análise de diferença entre os sinais devido essas variações.

Podemos relacionar o número de onda complexo com a parte real e a imaginária associado

a Hilbert como

!
c(! )

=
!
c1

+ H[� (! )] ; (2.51)

onde c1 é o limite de c(! ) em que! ! 1 . Como o fator de atenuação é dado como

� (! ) = != 2Qc(! ) a equação (2.51) pode ser escrita

!
c1

+ H[� (! )] = 2 Q� (! ) ; (2.52)

Como foi dito anteriormente, usaremos o modelo de Azimi e a Transformada de Hilbert,

respectivamente, para obter a velocidade de fase em função de diferentes frequências.

Dessa maneira,

� (! ) =
� 0!

1 + � 1!
; H [� (! )] =

2� 0!
� (1 � � 2

1! 2)
ln

�
1

� 1!

�
; (2.53)

� 0,� 1 são constantes. A equação (2.51) permite observar a existência da relação de

Kramers-Kronig para a atenuação e a valocidade de fase. Essa relação, segundo Wang

(2008), é dada por

!
c(! )

�
!
c1

= H[� (! )] (2.54)

podemos aplicar a Hilbert da equação (2.53) em (2.54) a �m de observar a velocidade de

fase em função das diferentes frequências. Assim, podemos escrever

!
c(! )

=
!
c1

+
2� 0!

� (1 � � 2
1! 2)

ln
�

1
� 1!

�
: (2.55)

A �m de simpli�car a equação(2.55) consideramos� 1! << 1. Assim,
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1
c(! )

=
1

c1
+

2� 0

�
ln

�
1

� 1!

�
: (2.56)

Para inserir o fator de qualidade na equação (2.56) é necessário encontra-lo a partir das

equações (2.52) e (2.53). Dessa forma,

!
c1

+
2� 0!

� (1 � � 2
1! 2)

ln
�

1
� 1!

�
= 2Q

� 0!
1 + � 1!

; (2.57)

a �m de melhorar a visualização dessa equação para facilitar o trabalho de determinar Q

multiplicamos a equação (2.57) por� (1 � � 2
1! 2)(1 + � 1! ). Dessa maneira, obtemos

� (1 � � 2
1! 2)(1 + � 1! )

!
c1

+ 2� 0! (1 + � 1! )ln
�

1
� 1!

�
= 2Q� 0!� (1 � � 2

1! 2) ; (2.58)

fazendo as considerações análoga a anterior de que� 1! << 1 obtemos,

�
1

c1
+ 2� 0ln

�
1

� 1!

�
= 2Q� 0� : (2.59)

Considerando que o limite deln(1=� 1! ) quando! ! 0 varia muito lentamente obtemos,

1
c1

= 2Q� 0 ; (2.60)

e, �nalmente,

Q � (2� 0c1 )� 1 : (2.61)

Depois de entender como podemos determinar o fator de qualidade a partir da transfor-

mada de Hilbert e Azimi podemos, de uma forma mais clara, substituir a equação (2.61)

na (2.56). Para facilitar a visualização podemos escrever,

1
c(! )

=
1

c1

�
1 +

2� 0c1

�
ln

�
1

� 1!

��
; (2.62)

e, assim, obtemos,

c1

c(! )
= 1 +

1
�Q

ln
�

1
� 1!

�
: (2.63)

Portanto, a partir da equação (2.63), podemos fazer uma relação entre duas velocidades
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de fase em função de suas frequências e, dessa maneira,

c(! 1)
c(! 2)

= 1 +
1

�Q
ln

�
! 1

! 2

�
: (2.64)

Finalmente, obtivemos a equação (2.64), que pode ser chamada de relação de

dispersão de onda, sendo um dos efeitos da atenuação. Observando a física da equação,

vemos que para que haja dispersão tem que existir a diferença entre frequências devido

a diferença de velocidade de fase, isto é, se não existir essa diferença oln(1) = 0 e, além

disso, se o Q tende a in�nito a expressão 2.64 volta as condições de não dispersão, isto é,

c(! 1) = c(! 2). O termo de dissipação, segundo Aki e Richards (2002), pode ser obtido a

partir da relação (2.47)

!
c

=
!

c(! )
+ i

!
2Qc(! )

; (2.65)

podemos simpli�car a equação (2.65) e reescreve-lo dessa forma

1
c

=
1

c(! )

�
1 +

i
2Q

�
; (2.66)

e, assim,

c = c(! )
�

1 +
i

2Q

� �

: (2.67)

Podemos aplicar uma expansão de Taylor de primeira ordem na equação (2.67) e obter

c = c(! )
�

1 �
i

2Q

�
(2.68)

Essa equação nos dá a informação do termo de dissipação, o qual é responsável

pela diminuição de amplitude da onda. A �m de obter uma equação que possa destacar

essas duas partes juntas, podemos usar a equação 2.64, que é a relação de dispersão de

fase. Observa-se que se Q é constante, a equação (2.68) pode usar relação da dispersão

para valores de diferentes frequências. Dessa forma, podemos obter a equação com os

efeitos de atenuação com as duas partes,

c = c0(x)
�

1 +
1

�Q
ln

!
! 0

�
i

2Q

�
: (2.69)

ondev0 é a velocidade de referência a partir do! 0, que é dado mais especi�camente
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como! 0 = 2� . Então, chegamos no ponto mais importante do capítulo, que é a equação

(2.69), a qual acopla os efeitos de atenuação, os quais são a dispersão de fase e a dissipação.

Existe algumas particularidades nessa equação que, ao longo do trabalho, será de extrema

importância, como o desacoplamento desses termos com objetivo de analisar esses efeitos

separadamente na equação de onda e, também, os efeitos em conjunto que será evidenciado

na equação de propagação viscoacústica.

Portanto, o desenvolvimento teórico deste capítulo tem importância ímpar para o

próximo capítulo em que terá a modelagem do campo de pressão, pois existem equações

que são fundamenais para obter os termos de dispersão e dissipação. Exemplo disso é a

equação (2.69). Além disso, é introtuzido o fator Q usado para quanti�car a atenuação

na propagação de onda.
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3 MODELAGEM DO CAMPO DE PRESSÃO

Neste capítulo iremos deduzir as equações necessárias para a investigar os efeitos

de atenuação. Sendo assim, usamos a equação desenvolvida no capítulo anterior, que é a

(2.69) para introduzir a dispersão de fase e dissipação. Aplicamos o artigo Yang e Zhu

(2018b), o qual é o foco de investigação deste trabalho.

Para isso, acoplamos na equação de onda acústica no domínio da frequência o mo-

delo de velocidade, representado na equação (2.69). Surge, nesse momento, os coe�cientes

de dispersão e dissipação, que é obtido através de uma aproximação polinomial de segunda

ordem. Dessa forma, determinamos a equação de onda viscoacústica com termos com os

efeitos.

Após isso, fazemos a transformada de Fourier para obter a equação de onda vis-

coacústica no domínio do tempo. Com isso, podemos obter "snapshots"da equação com

os coe�cientes acoplados. A forma em que a equação está deduzida faz com que possa

fazer diferentes propagações com os efeitos separados, isto é, podemos obter uma equação

somente com os termos de dispersão e dissipação. Além disso, poderemos ter a propaga-

ção de onda acústica, ou seja, não contendo atenuação ou com todos os termos, isto é,

viscoacústica.

3.1 Deduções dos termos de dispersão e dissipação

Toda análise que foi desenvolvida no capítulo anterior é indispensável para obter a

equação de onda viscoacústica tem como objetivo uma analogia com o problema que será

explorado neste trabalho. Sendo assim, voltemos a abordar a propagação no domínio da

frequência de acordo com a equação (2.1). Como vimos anteriormente, quando usamos

a atenuação sísmica temos que levar em conta dois parâmetros fundamentais, que são a

dispersão de fase e a dissipação. Para isso, teremos que usar o modelo de velocidade da

equação (2.69), segundo Aki e Richards (2002) e Yang e Zhu (2018b),

v(x; z; ! ) = v0(x; z)
�

1 +
1

�Q (x; z)
ln

!
! 0

�
isgn(! )
2Q(x; z)

�
; (3.1)

onde ! é a frequência angular e! 0 é a frequência angular de referência. Observa-se,

também, o fator Q, que, como foi mostrado anteriormente, é o fator de qualidade. Esse
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fator será tratado no trabalho como uma quantidade que será constante, isto é, em uma

propagação de onda o valor de Q é independente da frequência, sendo constante em todo

o domínio físico. Além disso, assim como a equação (2.20), a equação (3.1) também

está separada em duas partes, a dispersão
�

1 + 1
�Q ln !

! 0

�
e a dissipação,isgn (! )

2Q . Assim,

substituindo a equação (3.1) em (2.3) obtemos a equação de onda viscoacústica no domínio

da frequência,

�
! 2

� (x; z)v2
0(x; z)

�
1 �

2
�Q (x; z)

ln
�

!
! 0

�
+

i sgn(! )
Q(x; z)

�
P(x; z; ! )

� r �
�

1
� (x; z)

r P(x; z; ! )
�

= F (! )� (x � xs)� (z � zs) ;
(3.2)

ondeP(x; z; ! ) é o campo de pressão,F (! ) é o termo fonte e os termos� delimita a fonte

em termos de coordenadas espaciais, indicando que a fonte é pontual.

Subtende-se, também, que a equação acústica no domínio da frequência transformou-

se em uma equação viscoacústica com o acoplamento desse modelo de velocidade. Pode-

mos expandir a equação (3.2) a �m de obtermos termos que serão usados como coe�cientes.

Uma estratégia interessante é observar frequência angular! 2 e o termoln !=! 0. Assim,

o primeiro termo do lado esquerdo da equação (3.2) pode ser escrito como,

�
1

� (x; z)v2
0(x; z)

�
! 2 �

2
�Q (x; z)

! 2ln
!
! 0

+
i! 2sgn(! )

Q(x; z)

�
: (3.3)

Observando essa equação atentamente vemos que existe o termo! 2 ln !
! 0

, que é a parte

da dispersão de fase, pode ser aproximado como uma função logaritma de segunda ordem

polinomial (YANG; ZHU, 2018a),

! 2 ln
!
! 0

� a! 2 + b! + c ; (3.4)

ondea, bec são coe�cientes polinomiais. Podemos pensar do objetivo da equação (3.4) de

inúmeras formas, mas o que mais chama atenção é que, como o trabalho será uma análise

da propagação no domínio do tempo, essa etapa na frequência faz com que melhore o

momento em que será feito a transformada, ou seja, essa aproximação tem como prnci-

pal objetivo facilitar a transformada de Fourier quando migrarmos da frequência para o

tempo. A �m de melhorar a visualização da obtenção dos coe�cientes podemos fazer uma
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separação entre os dois termos. O primeiro será da dispersão de fase e, assim, através da

equação 3.4 temos,

�
! 2

� (x; z)v2
0(x; z)

�
1 �

2
�Q (x; z)

ln
�

!
! 0

��

�
1

� (x; z)v2
0(x; z)

��
1 �

2a
�Q (x; z)

�
! 2 �

2b
�Q (x; z)

! �
2c

�Q (x; z)

�
:

(3.5)

Essa equação mostra que a dispersão de fase tem três coe�cientes e, cada um deles, tem

uma dependência com o fator Q. Os coe�cientesa, b e c podem ser obtidos fazendo um

range de frequência, que para o problema abordado é de1 a 150Hz. Dessa forma, temos

a = 5:7356, b = � 762:1606e c = 4:6054e4. No termo de dissipação, tem-se a parte da

diminuição de amplitude, que segundo Yang et al. (2024) é dada por,

i! 2sgn(! )
� (x; z)v2

0(x; z)Q(x; z)
�

i!
p

�r 2

� (x; z)v0(x; z)Q(x; z)
; (3.6)

onde
p

�r 2 é o operador pseudo-diferencial. Portanto, o desenvolvimento teórico dessas

deduções são importantes, pois determinamos os coe�cientes relacionados à dispersão e a

perda de energia. Para o caso da dispersão, de acordo com a equação (3.5), os coe�cientes

podem ser chamados deC1 = 1 � 2a=�Q (x; z), C2 = 2b=�Q(x; z) e C3 = 2c=�Q(x; z).

Para a dissipação,C4 = 1=� (x; z)v0(x; z)Q(x; z).

Dessa forma, de acordo com toda essa análise, observa-se que as deduções nesse

domínio da frequência ajudou para obter os termos com os efeitos de atenuação. Além

disso, a analogia feita com a equação (2.20) mostra-se satisfeita, uma vez que foi possível

também, de acordo com as equações (3.5) e (3.6) separar as duas partes relacionadas aos

efeitos de atenuação na propagação de onda.

3.2 Dedução da equação viscoacústica no domínio do tempo

O processo anterior de fazer a aproximação polinomial de segunda ordem produz

termos associados aos efeitos de atenuação, assim como facilita a realização de transfor-

mada do domínio da frequência para o tempo. Assim, é possível transpor os domínios

fazendo a transformada inversa de Fourier a partir das equações (3.5) e (3.6) e, dessa
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forma, podemos obter a equação de onda temporal viscoacústica,

1
� (x; z)v2

0(x; z)

�
C1

@2p(x; z; t)
@t2

� iC2
@p(x; z; t)

@t
+ C3p(x; z; t)

�

� C4

p
�r 2

@p(x; z; t)
@t

� r :
�

1
� (x; z)

r P(x; z; t)
�

= f (t)� (x � xs)� (z � zs) ;

(3.7)

onde p(x; z; t) é o campo de pressão no domínio do tempo eC1,C2,C3 e C4 são os coe�-

cientes obtidos na seção anterior. É possível notar que a forma como essa equação está

escrita torna a análise mais simples, pois podemos veri�car os efeitos de atenuação para

diferentes casos da propagação. Com isso, como foi apresentado anteriormente, podemos

separar a dispersão e o termo de perda de energia. Para analisar a propagação com a dis-

persão de fase dominante consideramosC4 = 0 na equação (3.7), isto é, torno a dissipação

nula e, assim,

1
� (x; z)v2

0(x; z)

�
C1

@2p(x; z; t)
@t2

� iC2
@p(x; z; t)

@t
+ C3p(x; z; t)

�

� r :
�

1
� (x; z)

r p(x; z; t)
�

= f (t)� (x � xs)� (z � zs) :
(3.8)

A �m de representar a propagação de onda por meio de uma malha computaci-

onal com inúmeros pontos o método escolhido é o de diferenças �nitas. Nesse método,

consideramos um domínio discretizado, ou seja, o campo de pressão irá interagir ponto a

ponto nesse espaço.

Neste trabalho, usamos aproximação de quarta ordem para a discretização espacial

e segunda ordem para a temporal. A de quarta ordem, por exemplo, faz com que haja

um aumento no número de pontos do modelo em relação ao de segunda ordem, fazendo

com que a precisão da propagação aumente. Para isso, segundo Bartolo, Dors e Mansur

(2012), a aproximação espacial usada de acordo com a equação (3.9).
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; (3.9)

ondeb= 1=� e b1+ 1
2

= 1=2(bi +1 + bi ) são os pontos intermediários da malha. No entanto,

se o objetivo é analisar a parte da dissipação teremos que fazer a mesma analogia do caso

anterior, isto é, fazemos oC1 = 1 e C2 = C3 = 0. Com isso, a equação (3.7) terá somente

o coe�cienteC4 e, assim, obtem-se,

1
� (x; z)v2

0(x; z)

�
@2p(x; z; t)

@t2

�
� C4

p
�r 2

@p(x; z; t)
@t

�r :
�

1
� (x; z)

r P(x; z; t)
�

= f (t)� (x� xs)� (z� zs) :

(3.10)

Outro detalhe importante é a parte acoplada aoC4(
p

�r 2 @p(x;z;t )
@t ), que é resolvido

pelo método pseudospectral (CARCIONE, 2010). Uma das explicações para o uso desse

método é que age de uma forma análoga ao do método de diferenças �nitas, isto é,

discretiza pontos. No entanto, como forma de facilitar a discretização da equação (3.6)

usamos a transformada de Fourier direta e inversa. Podemos obtê-la usando a equação,

p
�r 2

@p(x; z; t)
@t

= F � 1

�
jkjF

�
@p(x; z; t)

@t

��
; (3.11)

Portanto, é notório observar ao longo do desenvolvimento teórico deste capítulo

que podemos visualizar as equações de propagação de onda de diferentes maneiras. Em

resumo, tem-se a equação de onda completa (3.7), que é a viscoacústica, tendo tanto a

parte acoplada da dispersão de fase (3.8) quanto a dissipação (3.10). Tal feito contribui

para uma melhor implementação dessas deduções, as quais serão abordadas no próximo.



36

4 EXEMPLOS NUMÉRICOS

Neste capítulo são implementadas as equações deduzidas da Modelagem do Campo

de Pressão 2D no domínio do tempo. Primeiro, é testado os termos de dispersão e dissi-

pação da aproximação polinomial de segunda ordem para observar se ambas tem precisão

considerável.

Após isso, é realizada as simulações do campo de pressão em meio homogêneo

e heterogêneo a �m observar as evidências de diminuição de amplitude e dispersão de

fase, que é observada a partir de fotos tiradas em um determinado instante de tempo do

"snapshot".

Além disso, realiza-se a comparação entre a solução analítica da função de Green

com a solução numérica da equação de onda acústica. Por �m, as considerações �nais

trazem os desa�os da reprodução do artigo principal trabalhado (YANG; ZHU, 2018b).

4.1 Implementação da aproximação do termo de dispersão e dissipação

Primeiro, começamos implementando uma das partes que é o ponto chave do tra-

balho, o qual é a aproximação polinomial de segunda ordem da equação (3.4). Nesse caso,

a frequência de referência é de1Hz, ou seja,! 0 = 2� . Ademais, para esse caso usa-se

uma faixa de frequência! de 1 a 150Hz. Podemos observar o plot abaixo,

Figura 2: Grá�co da aproximação polinomial de segunda ordem (equação 3.4), sendo
usado uma faixa de frequência! de 1 a 150Hz.

Observa-se que o termo! 2 ln (!=! 0) implementado corrobora com a aproximação,

pois o erro calculado foi de0:67porcento. Outro ponto a se considerar é que se determinou
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os coe�cientes polinomiais de acordo com essa faixa de frequência, que foram oa = 5:7363,

b = � 764:3710e c = 4:69 x 104. Esses coe�cientes são usados para calcular a parte da

dispersão, que pode ser visto na equação (3.5).

Separamos os efeitos de atenuação na propagação de onda em duas partes, sendo

a primeira a dispersão e, depois, a dissipação. Dessa forma, implementou-se a equação

(3.5), sendo o seu lado esquerdo a equação original e o direito a aproximada e, assim,

Figura 3: Grá�co do termo de dispersão de fase, que é relacionada a equação (3.5) com
diferentes valores deQ = 200, 100, 50, 20, 10 e 5. O termo original é a parte esqueda da
equação(3.5) e a aproximada o direito. Os erros percentuais são, respectivamente,0:01,
0:02, 0:04, 0:121e 1:055. Nesta simulação, foi usado uma faixa de frequência de! de 1 a
150Hz(erro = 100 � sqrt((ytrue � yappr )2=y2

true ).

Os resultados da Figura 3 foram simulados com valores em que se tem efeitos de

atenuação fraca, comoQ = 200 até ao caso de efeito mais intenso, como o deQ = 5.
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Além disso, calculamos o erro percentual e, seguindo a mesma ordem de valores de Q

acima, foram de0:01, 0:02, 0:04, 0:121 e 1:055. Vemos, então, que segundo esses erros a

aproximação da equação (3.5) mostra-se e�ciente. No termo da dissipação foi realizado o

mesmo processo de implementação, isto é, usou-se os mesmos valores de Q. Dessa forma,

os grá�cos gerados estão mostrados na Figura 4.

Figura 4: Grá�co do termo de dissipação, que é relacionada a equação (3.6) com diferentes
valores deQ = 200, 100, 50, 20, 10 e 5. Os erros percentuais são, respectivamente,0:76,
1:53, 3, 7:66, 15:27 e 30:25. Nesta simulação, foi usado uma faixa de frequência de! de
1 a 150Hz(erro = 100 � sqrt((ytrue � yappr )2=y2

true ).

Observa-se, de acordo com a Figura 4, que quanto menor o fator de qualidade maior



39

será a taxa de erro percentual. Para provar isso através de números a �m de corroborar

com o que se ver foram, respectivamente, seguindo a mesma ordem do valor de Q de0:76,

1:53, 3, 7:66, 15:27 e 30:25.

Dessa forma, os resultados estão de acordo com as previsões, uma vez que o a taxa

de erro percentual é maior na parte da dissipação de energia da propagação de onda em

função da diminuição do fator de qualidade, ou seja, quanto maior os efeitos de atenuação,

maior será a dissipação e, consequentemente, o erro aumenta de forma proporcional. Para

o caso da dispersão, à qual tem origem da diferença entre as velocidades de fase em função

da frequência, o erro é menor, pois esse termo não leva em conta as perdas de energia da

propagação de onda.

Portanto, a fase inicial de testes foi importante para mostrar que a aproximação

usada a partir do termo! 2 ln (!=! 0) explica bem a natureza dos fenômenos de dispersão e

dissipação. Além disso, mostram-se também, con�áveis para trabalhar com os coe�cientes

adiante, sobretudo porque irão modi�car a propagação de onda em função dos valores de

Q.

4.2 Wavelet de Ricker

Neste trabalho, a fonte de Ricker é usada como termo fonte. Sendo a fonte usada

será pontual, podemos escrever a equação 2.3 considerando a densidade constante desta

maneira,

�
r 2 +

! 2

v(~r)2

�
P(~r; ! ) = S(! )� (~r � ~rs) ; (4.1)

aonde� (~r � ~rs), indicando que a fonte é pontual. A fonteS(! ) obdece a equação de�nida

como,

s(t) =
�
1 � 2� 2f 2

p (t � t0)2
�

exp
�
� � 2f 2

p (t � t0)2
�

: (4.2)

Nesse caso,t0 = 6
�f p

p
2

é o tempo de deslocamento, fazendo com que as amplitudes sejam

representadas emt > 0, f p é a frequência de maior energia, popularmente conhecida

como frequência de pico. A wavelet de Ricker é uma banda limitada, isto é, existem uma

certa faixa de frequência que deve ser respeitada, sendo entre0 e 3f p. Dessa forma, para

visualizar a wavelet produziu-se um grá�co da Figura 5, implementando a equação (2.9).
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Para isso, foi usada uma frequência de pico de20Hz.

Figura 5: Implementação da Wavelet de Ricker com frequência de pico de20Hz e dt=
0:001s(tempo de amostragem).

4.3 Comparação entre solução numérica e analítica

Para termos uma melhor evidência de que a implementação da equação de onda

acústica feita está de acordo com a solução analítica é preciso compará-las. Para isso,

usaremos a solução da equação da onda, que é dado por,

P(~r; t) = s(~r; t) � (~r;t ) G(~r; t;~rs; t0) ; (4.3)

ondes(~r; t) representa a fonte e� (~r;t ) representa uma operação de convolução tanto espacial

quanto temporal. G(~r; t;~rs; t0) é conhecida como Função de Green, sendo a solução da

equação de onda para uma fonte pontual,

r 2G(~r; t;~rs; t0) �
1

v(~r)2

@2G(~r; t;~rs; t0)
@t2

= � (~r � ~rs)� (t � t0) : (4.4)

Dessa forma, a função de Green 2D é dada por,

G2D (~r; t; 0; 0) =
� (t � j ~rj=v)

2�
p

t2 � j ~rj2=v2
; (4.5)
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aonde� é a função delta de Dirac,� é a função de heaviside ej~rj é a distância do ponto

de fonte até o ponto de�nido pelo vetor . Como a fonte é pontual podemos considerar

apenas a convolução temporal, isto é,

P(~r; t) = w(t) � t G2D (~r; t; 0; 0) (4.6)

No domínio da frequência a solução numérica da equação de Helmholtz fornece

diretamente a função de Green quando o vetor fonte corresponde com um fonte pontual.

Portanto, usando a equação de Green com um modelo de velocidade constante podemos

comparar com a solução analítica. Sendo assim, a soluções analíticas para 2D no domíno

da frequência é,

G2D (~r; ! ) =
i
4

H 1
0

�
!

j~rj
v

�
(4.7)

Para realizar essa simulação, consideramos, na solução analítica, o mesmo modelo

em que foi resolvida a equação de onda acústica numericamente. Escolhemos apenas a

solução numérica da propagação acústica como forma de validar a implementação reali-

zada.

Figura 6: Modelo de velocidade com a posição da fonte e o receptor, tendo as posições
no modelo de1500m e 2175m, respectivamente.
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Para gerar esses dados utilizamos a wavelet de Ricker. Além disso, implementa-

mos a equação (4.5) a �m de realizar a convolução da wavelet com a solução analítica,

evidenciada pela equação (4.6).

Figura 7: Comparação entre a solução analítica e numérica, sendo usada a função de
Green 2D para equação de onda no domínio da frequência como solução analítica e a
propagação de onda acústica como solução numérica. A distância entre a fonte e o receptor
é de675m.

4.4 Implementação no domínio do tempo

Para obter os resultados desta seção foi usado uma velocidade de propagação de

2164:0 m=s e, para esse caso, densidade constante de2000:0 kg=m3 para a equação de

onda. A fonte usada emite pulso de onda de20:0 Hz de frequência.

Para observar os fenômenos da propagação de onda analisamos separadamente a

acústica e a propagação viscoacústica, que tem os efeitos de dispersão e dissipação. A

primeira delas é a equação de onda acústica, a qual não leva em conta nenhum efeito de

atenuação. Segundo a equação 3.7 para transformamos em uma equação pura(acústica)

devemos considerarC1 = 1 e C2 = C3 = C4 = 0.

Observa-se, de acordo com a Figura 8 que a propagação de onda acústica mantem

um padrão de visualização bem de�nido com relação a frente de onda e, isso, deve com-
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provar com o que espera-se de acordo com o embasamento teórico canônico de que nessa

propagação não há perdas de energia e, consequentemente, a amplitude mantém-se maior

em relação as outras propagações.

Figura 8: Simulação computacional da propagação de onda acústica.

Figura 9: Simulação computacional da equação com a parte da dispersão(3.8) comQ =
100.

No caso da dispersão, representada pela Figura 9, onde implementou-se a equação

(3.5) somente com os coe�cientes de dispersão, isto é, comC4 = 0, espera-se que a

amplitude seja um pouco menor que a acústica sem haver perdas de energia, uma vez que
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a dispersão é um fenômeno que explica a diferença entre a velocidade de fase em função

da diferença de sinais, isto é, de frequência. Podemos observar essa análise quando vemos

a equação 3.5 aonde o termo! 2 ln !
! 0

determina diz que é necessário existir valores de!

diferentes, pois se! = ! 0 não existirá efeitos de dispersão na propagação de onda.

A Figura 10, que representa a dissipação contém somente as características do

coe�cienteC4, segundo a equação 3.10. O objetivo de manter o coe�cienteC1 = 1 é devido

o termo da evolução temporal do campo de pressão dada por@2p(x;t )
@t2 , sendo de extrema

importância para simular o snapshot, pois sem ele não há uma evolução temporal que

possa ser visualizada, fazendo com que a simulação tenha erros. Nesse sentido, o termo

de dissipação tem como simulação a Figura 10. Espera-se, neste caso, que seja observado

uma diminuição de amplitude signi�cativa em relação aos outros casos.

Figura 10: Simulação da dissipação(3.10) comQ = 50.

Observa-se, de acordo com a Figura 11, que as características mudam consideravel-

mente da propagação viscoacústica em relação a acústica, por exemplo. Como o objetivo

é provar a diminuição de amplitude de onda para não �carmos somente com a observação

visual de comparar uma �gura com outra iremos, a seguir, mostrar a amplitude de traços.

4.5 Comparação entre as propagações

Para melhorar a visualização entre as propagações de onda a �m de observar dimi-

nuição de amplitude e dispersão de fase é produzida a Figura 12. Nesse resultado, cada
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Figura 11: Propagação de onda viscoacústica comQ = 20.

propagação foi dividida em quatro quadrantes. Dessa forma, obtém-se,

Figura 12: Quatro quadrantes, contendo a simulação computacional da equação de onda
acústica, viscoacústica(Q = 20), dissipação(Q = 50) e dispersão(Q = 100).

A �m de obter melhores comparações entre a propagação de onda acústica e a

viscoacústica obtivemos o sismograma dessas duas propagações evidenciada na Figura 13

e Figura 14. A partir dessas duas �guras comprova-se maior destaque entre as caracterís-
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ticas das duas propagações, uma vez que é notório que há uma diminuição de amplitude

da viscoacústica em relação à acústica, con�rmando com as previsões teóricas apontadas

durante o trabalho. A adiação dos quatro coe�cientes de dispersão e dissipação afetou no

comportamento do fenômeno, pois há mudança entre a velocidade de fase em função das

frequências aplicadas e dissipação de energia, que pode ser convertida para a natureza

como forma de calor, por exemplo.

Figura 13: Sismograma da propagação de onda acústica com velocidade de propagação
de 2164m=s e densidade de2000kg=m3.

Além disso, essas mudanças fazem com que a frente de onda seja diferente para

cada propagação, sabendo que cada uma obtem diferentes valores de velocidade de fase.

Além dessas implementações e resultados, obteu-se a comparação entre as amplitudes das

quatro equações para diferentes valores de fator de qualidade na Figura 15.

Esse resultado fortalece os principais pontos teóricos desenvolvidos e, também,

com as simulações computacionais anteriores, pois segue uma lógica validada de que a

amplitude da propagação acústica deve ser a maior em relação a todas, uma vez que não

há perdas e nem dispersão de fase. A amplitude da dispersão, como ja foi mencionada

anteriormente, deve ser um pouco menor que a da acústica, pois o que muda é que há di-

ferença entre a velocidade de fase. O da dissipação, no entanto, terá uma diminuição mais

relevante e, por �m, a viscoacústica tendo a menor amplitude, sabendo que é adicionado

os efeitos totais de atenuação.
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Figura 14: Sismograma da propagação de onda viscoacústica comQ = 20.

Figura 15: Amplitudes com a propagação acústica, dispersão(Q = 100), dissipação(Q =
50) e viscoacústica(Q = 20).Observa-se, de acordo com a �gura, que a maior amplitude
é a acústica, pois não há perda de energia. A amplitude do termo de dispersão tem uma
pequena mudança em relação a acústica, tratando-se apenas da diferença entre a veloci-
dade de fase. O termo de dissipação de energia tem uma amplitude consideravelmente
menor em relação tanto a dispersão quanto a acústica. Assim como a viscoacústica, que
simula na mesma equação os efeitos de dispersão de fase e dissipação.
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4.6 Modelo heterogêneo

Nos resultados anteriores, para observar algumas características dos fenômenos foi

necessário usar meio com densidade constante e, também, modelo de velocidade constante.

Nesta seção, o tratamento é diferente, pois teremos um meio de densidade variável. Nesse

caso, produzimos sismogramas desse modelo heterogêneo para a equação acústica e a

viscoacústica.

Figura 16: Modelo de densidade heterogêneo usado na propagação de onda acústica e
viscoacústica.

Figura 17: Modelo de velocidade heterogêneo usado na propagação de onda acústica e
viscoacústica.

A primeira simulação, representada pela Figura 19 mostra o sismograma da pro-
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Figura 18: Modelo do fator de qualidade Q usado na propagação de onda. Na primeira
camada tem valor de10000e a segunda(azul) tem valor de220.

Figura 19: Sismograma da propagação de onda acústica em meio heterogêneo.

pagação de onda acústica em um meio com densidade variável.

Nesse caso, percebe-se maior número de detalhes devido a uma amplitude maior,

fazendo com que a resolução da propagação seja mais elevada. Isso é explicado ao longo

das discussões dos exemplos numéricos, uma vez que nessa propagação não tem perdas de

energia, corroborando, também, com a Figura 15, pois é possível notar que a acústica é a

maior amplitude devido a uma melhor visualização da propagação com maiores detalhes

na imagem (Figura 19).

Para evidenciar o que foi dito anteriormente, é preciso produzir uma propagação
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